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1 Transformacoes Lineares

Exercicio 1 Mostre que as transformacées lineares de R® em R3,

Ty (xyyvz) = (O,y,Z) el (Z,y,Z) :(O7Z+yyz+2y)

... tém o0s mesmos nicleos e contradominios.

Solugao

e Tranformacao T

Consideremos a base candnica de R3:

{e1=1(1,0,0),e2 = (0,1,0),e5 = (0,0,1)}

Determinemos a matriz da transformagao:
T (61) =T (1,0,0) = (0,0,0) =0-e14+0-ea+0-e3
T1(€2) :Tl(O,l,O) = (0,1,0) =0-e1+1-e2+4+0-e3
Tl(eg) :Tl(0,0,l) = (0,0,1) =0-e14+0-e2+1-e3

A matriz da transformagao, A;, serd uma matriz do tipo 3x 3 cujas colunas
sdo as coordenadas de T} (e;) na base {e; }:

0 0 0
Ai=|10 1 0
0 0 1
O niicleo da transformacgao ¢ dado pelo conjunto:
Nuc(Ty) = {v eR®: T} (v) = 0}
Determinar o ntcleo consiste em resolver o sistema de equagdes Ajv = 0

nas varidveis v. Dado que r4, = 2 < 3 o sistema é possivel e indeterminado
com grau de indeterminacao 1, e a solucao é da forma:

V1 V1 1
V2 = 0 =V 0 ,v1 ER
V3 0 0
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O contradominio, ou imagem, de Ty, denotado por Im (1) ou Ty (R3) é
dado pelo conjunto Im (T1) = {w € R*: T} (v) = w,Vyeps }. Temos as-
sim que analisar a forma dos vectores Ajv. Note-se que Ajv consiste na
combinacao linear das colunas de Aj:

0 0 0
Alv =1 0 —+ vy 1 + U2 0
0 0 1
0 0
E evidente que apenas 1 | e | 0 | sdao linearmente independentes,
0 1

pelo que, nao esquecendo que estamos a tentar descobrir a forma de w, se
terd com vector genérico de Im (71 ):

w1 0 0
we | =vo | 1 | 4wv3| 0 |,v,v3€ER
ws 0 1

e Tranformacao 7%

Consideremos a base canénica de R3:

{e1=1(1,0,0),e3 =(0,1,0),e5 = (0,0,1)}

Determinemos a matriz da transformacao:
T5(e1) =T5(1,0,0) =(0,0,0) =0-e1 +0-e3+0-e3
T5(e2) =12(0,1,0) = (0,1,2) =0-e; +1-e2+2-e3
T2(€3):T2(0,0,1)=<0,1,1):0-61+1'€2+1-63
A matriz da transformagao, A, serd uma matriz do tipo 3x 3 cujas colunas
sao as coordenadas de T5 (e;) na base {e; }:

Ay =

o OO
= O
=N O

O niicleo da transformacao é dado pelo conjunto:

Nuc(T») = {v € R® : Ty (v) = 0}
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e Determinar o nicleo consiste em resolver o sistema de equagoes Axv = 0
nas varidveis v. Construamos a matriz ampliada do sistema e resolvamos
por condensagao:

0]o
200 | Ly Ly+(~1)L,
1|0

L2 — L2 + 2L§

DO O OO O oo
ORr O OO HF~=O
[\

OO DO OO O
L

Dado que 74, = 2 < 3 o sistema & possivel e indeterminado com grau de
indeterminagao 1, e a solugao ¢ da forma:

VU1 V1 1
() = 0 = 0 ,U1 € R
V3 0 0

O contradominio, ou imagem, de T5, denotado por Im (T3) ou Th (R3) é
dado pelo conjunto Im (T3) = {w € R?: Ty (v) = w,Vyeps }. Temos as-
sim que analisar a forma dos vectores Asv. Note-se que Av consiste na
combinacdo linear das colunas de As:

0 0 0
Ajv = 0 —+ Vg 1 + U2 2
0 1 1
0 0
E evidente que apenas 1 e | 2 | sado linearmente independentes
1 1

(ndo sao multiplos um do outro), pelo que, ndo esquecendo que estamos a
tentar descobrir a forma de w, se terd com vector genérico de Im (7T%):

w1 0 0
w2 = Vo 1 + v3 2 ,U2,v3 € R
ws 1 1

Tem-se claramente, Nuc (7)) = Nuc (T3). Embora de modo menos claro,
também se tem Im (77) = Im (7»). Basta verificar que os vectores da base




1 Transformagoes Lineares

0 0
de Im (T3), 1 2 se podem escrever como combinagdo linear

)

1 1
dos vectores da base de Im (T}), o que significa que os vectores da base de
Im (71) geram o conjunto Im (75). Deste modo, tem-se Im (73 ) = Im (T3).

Exercicio 2 Verifique se a aplicacio T se qualifica como transformagao linear:
R3,

T:R* - R? eT(z,y) = (22 —y,0)
Solugao

Temos de verificar se T' (au + fv) = oT (u) + BT (v) , Vo ver?, Va,ser. Faca-
mos entao u = (uj,uz) € v = (vy,vs).

T (au+ pv) =
= T(a(ui,uz)+ 6 (v1,v2))
= T(au + Bvi, aus + Bvs)
= (2(auy + Pv1) — (aug + Pva),0)
= (20u1 — aug + 20v; — Pug,0)
= (20m; — aug,0) + (26v; — Bus, 0)
= o (2uy —u2,0) + B (2v; — v9,0)
= aoT (u)+ 8T (v)

Logo, T' é uma transformacao linear.

Exercicio 3 Determine a matriz da transformacao de cada uma das sequintes
transformacades lineares, considerando a base candnica:

a) T:R? - R? e T (z,y) = (22 — y,0)

b) T:R?> - R? eT (z,y) = (22 — y,2)

c) T:R3—=R3eT(x,y,2) = (2x —y,0,y + 2)
d) T:R>—=R3eT(z,y,2) =(0,0,9)

Solucao

Consideremos a base canénica para R?, {e; = (1,0),e3 = (0,1)}, e para R3,
{61 = (1707 0) ;€2 = (07 17 0) ,€3 = (07 07 1)}
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T(ex) =T(0,1) = (~1,0)=(—=1)-e1 +0-es
A matriz da transformagao, A, serd uma matriz do tipo 2 x 2 cujas colunas
sao as coordenadas de T (e;) na base {e;}:

a) { T(el):T(1,0)2(2,0)22~€1+0'62

T(e2) =T (0,1) = (—=1,0) = (=1) - €1 +0- en
A matriz da transformagao, A, serd uma matriz do tipo 2 x 2 cujas colunas
sao as coordenadas de T (e;) na base {e;}:

2 -1
=t
T(el):T(lvovo):(25070):2'61+0'€2+0'€3
C) T(eg):T(O,l,O) (—1,0,1):(—1)~€1+0'€2+1'€3
T(e?’):T(O7071):(05071):0'61+0'62+1'63

A matriz da transformagao, A, serd uma matriz do tipo 3 x 3 cujas colunas
sdo as coordenadas de T (e;) na base {e;}:

b { T(e))=T(1,0)=(21)=2e;+1-es

2 -1 0

A=1]0 0 O

0o 1 1
T(e;)=T1(1,0,0) =(0,0,0)=0-e1+0-e2+0-e3
d) 4 T(es) =T(0,1,0) = (0,0,1) =0-e; +0-e5+1-e3
T<63):T(07071):(,070)=0~€1+0'62+0~€3

A matriz da transformacao, A, serd uma matriz do tipo 3 X 3 cujas colunas
sdo as coordenadas de T (e;) na base {e;}:

N
Il
o O O
= O O
o O O

Exercicio 4 Determine a imagem do vector (—2,4) relativamente a cada uma
das seguintes transformacoes lineares. Utilizando primeiro a defini¢do e em
sequida utilizando a matriz de cada transformacao:
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a) T:R2 = R? eT (z,y) = (22 — y,0)
b) T:R?2 - R? e T (x,y) = 2z — y,x)

Solugdo

a) Utilizemos a definigdo da transformacao: T (—2,4) = (2-(-2) —4,0) =

(~8,0).
Consideremos a base canénica para R?, {e; = (1,0),e2 = (0,1)}. Deter-
minemos a matriz da transformacao:

T(el) :T(l,O) = (2,0) =2-e1+0-e9

T(EQ) = T(Ovl) = (7170) = (71) T €1 +0- €2
A matriz da transformacao, A, serd uma matriz do tipo 2 X 2 cujas colunas
sdo as coordenadas de T (e;) na base {e;}:

=15 o]

Como o vector v = (—2,4) se pode escrever como combinagdo linear da
base escolhida do seguinte modo: (—2) - e; + 4 - ey, resulta que as co-

. . -2 .
ordenadas do vector v na base candnica sao 4 | Conclui-se que as

coordenadas de T (v) na base canénica se podem determinar fazendo o
produto Av (v neste contexto refere-se as coordenadas e nédo ao vector
propriamente dito):

w0 W[ 7)1

Assim, o vector T (v) tem coordenadas na base canénica pelo que

-8
0
pode ser escrito como (—8)-e1 4+0-e5. Um simples cdlculo permite verificar

que:

Tw)=(-8)-e14+0-e3=(-8)-(1,0)+0-(0,1) = (-8,0)
Como era de esperar, os resultados utilizando a defini¢do da transformagao
ou a matriz da transformacgao sdo iguais.

b) Utilizemos a defini¢do da transformacao: T'(—2,4) = (2-(=2) —4,-2) =
(—8,-2).
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Consideremos a base canénica para R?, {e; = (1,0),es = (0,1)}. Deter-
menimeos a matriz da transformagao:

{ T(er)=T(1,0)=(2,1)=2-e,+1 e
T(ex) =T(0,1) = (~1,0)=(—=1)-e1 +0-es

A matriz da transformacéo, A, serd uma matriz do tipo 2 X 2 cujas colunas
sdo as coordenadas de T (e;) na base {e;}:

2 -1
Como o vector v = (—2,4) se pode escrever como combinagao linear da
base escolhida do seguinte modo: (—2)-ej + 4 - eq, resulta que as coorde-
42 resulta que as coordenadas
de T (v) na base candnica se podem determinar fazendo o produto Av (v
neste contexto refere-se as coordenadas e ndo ao vector propriamente dito):

e [3 202 (3]

na base canénica pelo que

nadas do vector v na base candnica sao [

-8
-2
pode ser escrito como (—8) - e; + (—2) - ea. Um simples cdlculo permite
verificar que:

Assim, o vector T (v) tem coordenadas

T(w)=(-8)-e1+(—2)-e2=(=8)-(1,0) +(—-2)-(0,1) = (-8,-2)

Como era de esperar, os resultados utilizando a defini¢do da transformacao
ou a matriz da transformacao sao iguais.

Exercicio 5 Considere o espagco das matrizes reais, quadradas de ordem 2,
Ms (R). Verifiqgue quais das sequintes transformagoes sao lineares:

_la b
e df

} =2a+3b+c—d.

SRR~

i)T:Mg(R)—JRtalqueT[

o

ii)T:Mg(R)HRtalqueT[ Z

o

Solugao
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i) Temos de verificar se

T (aAy + BAz) = oT (A1) + BT (A2) ,Y 4, AseMu(®)s Vo, 8eR

Fagamos entdo A; = { Ccll Zl ] e Ay = [ 6012 22 }
1 dy 2 d2

T (aA; + BA2) =

_ ar b az by
-r(al % d ]l 2))
aal + ﬁag ab; + ﬁbg
acy + /BCQ ady + /Bd2
| aa1  aby + Bbe Bas  aby + Bbo
acy  ady + Bds Bea  ady + Bds

6a2 O[bl
/802 O[dl

aay Bby
acy Bdy

aa; aby
ac; ady

Baz  Bby
Bea Bda

+ 5% |4y

= o? |A1] + af

az by
+ap c

o dr
ay by
c1 dp

ai 2
C1 d2
az by

= T (A) + 5T (4s) +O‘6< ez dy

# oT (u) + BT (v)

Logo, T' nao ¢ uma transformacao linear.

ii) Temos de verificar se:

T (aAy + BAz) = oT (A1) + BT (A2) ,Y 4, AseMu(®)s Vo, 8eR

Facamos entdo A; = { (Cll 21 ] e Ay = [ az by }
1 dp

T (0A; + BAy)

AR AR )
_ 7 <|: aay + Bas  aby + Bby :|>

acy + fea ady + (da
= 2(aar1+ Baz)+3(abi+ Bby)+(aci+ Bea)—(adi+ Bds)
a-(2a1 4+ 3by +¢1 —dy) + B+ (2a3 + 3by + ca — da)
= ol (A1) + BT (Az)

10
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Logo, T' ¢ uma transformagao linear.

Exercicio 6 Seja T uma transformagdo linear em R® dada por T (z,y,2) =
(Z, r—y, _Z)
a) Indique o micleo de T, a sua dimensdo e uma base.

b) Determine a dimensdao da imagem de R dada por T.

¢) T é sobrejectiva? Justifique.

Solu¢do

a) Consideremos a base canénica para R3:

{e1 =1(1,0,0),e3 =(0,1,0),e5 = (0,0,1)}

Determinemos a matriz da transformacao:
T(e;)=T(1,0,0)=(0,1,00=0-e1+1-e2+0-e3
T (e2) =T(0,1,0)=(0,-1,0) =0-e1+(—1)-e2+0-e3
T(eg) :T(07071) = (1,07—1) =1-e1+0-e3+ (—1) - €3
A matriz da transformacao, A, serd uma matriz do tipo 3 X 3 cujas colunas
sdo as coordenadas de T (e;) na base {e;}:

0 0 1
A=1]11 -1 0
0 0 -1

O niicleo da transformagdo é dado pelo conjunto

Nuc(T) = {v eR®: T (v) =0}

Determinar o nicleo consiste em resolver o sistema de equagoes Av = 0
nas varidveis v. Construamos a matriz ampliada do sistema e resolvamos
por condensagao:

[0 0 1 0 ]

1 -1 010 L1<—>Lg
0 0 -1]0 |

1 -1 0 |0 ]

0 0 1|0 |Lye—Ls+1Ly
0 0 1|0 |

1 -1 010

0 0 110

L0 0 00
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Dado que 74 = 2 < 3 o sistema é possivel e indeterminado com grau de
indeterminacédo 1, e a solugao é da forma:

U1 (%) 1
vo | = v [ =v1 | 1 |,1€ER
V3 0 0
1
Assim, Nuc(T) tem dimenséo 1 (nulidade é 1) e base 1
0

b) Sabendo que

dim (Nuc (T)) + dim (Im (7)) = dim (R?)

... teremos, 1 4 dim (Im (7)) = 3 e portanto dim (Im (7)) = 2.

¢) A transformacgao T é sobrejectriva se Vo, ecps, Jpers : T (v) = w. E simples
verificar que um vector genérico de Im (T) terd a forma Aw, isto &, serd
combinacdo linear das colunas de A. A primeira e segunda colunas de
A sao multiplas entre si, logo, s@o linearmente dependentes. Tal significa

0 1
que Im (T') terd como base, por exemplo, 11.1 0 . Ora, nestas
0 -1
1
circunstancias poderemos facilmente inferir que o vectorwg = | 0 | € R3
0

nao pode ser obtido por combinagao linear dos vectores da base de Im (T'),
isto é, ndo existe um vector v tal que T (v) = wy. Confirmemos que de
facto assim é, verificando que o sistema Av = wy € impossivel, para o que
estudaremos a matriz ampliada:

0 0 1 1

1 -1 0 0 L1<—>Lg
10 0 -1]0 |
(1 -1 o0 |0 ]

0 0 1 1 L3<—L3+L3
|0 0 110 |

1

0

0

Como previsivel tem-se 74 = 2 < 3 = ryp, isto ¢, o sistema ¢ impossivel.

12
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Exercicio 7 Seja T uma transformagao linear do espac¢o dos polindmios reais
de grau menor ou igual a 2 na varidvel X, Py, em R>, definida da sequinte
forma:

Tlp(x)] =[p(=1),p(0),p(1)]

a) Calcule T (2? + 5z + 6).

b) Determine, se existir, T—1(0,3,0).

Solu¢do

a)

b)

Sejap (r) = 22+52+6. Teremos p(—1) = 1-54+6 = 2, p(0) = 0+0+6 =6
ep(l) =1+45+46=12. Assim, T (2% 4+ 5z + 6) = (2,6, 12).

A transformacdo inversa, T~ !, existird se a matriz da transformacdo T
for regular. Comecemos entao por determinar esta matriz: consideremos
a base canénica para R3, {f; = (1,0,0), fo = (0,1,0), f3 = (0,0,1)} e a
base canénica para Ps, {61 =226y =2,63 = 1}.

T(e1)=T(2*)=(1,0,1)=1-e1+0-e2+1-e3
T(e)=T(x)=(-1,0,1)=(-1)-e1+0-ea+1-e3
T(eg):T(l):<1,1,1):1-61+1~€2+1'63
A matriz da transformagao, A, serd uma matriz do tipo 3 x 3 cujas colunas
sdo as coordenadas de T (e;) na base {f;}:

1 -1 1
A=]10 0 1
1 1 1

Verificando que |[A] =0—-1+0—(04+140) = —2 # 0 concluimos que
A é regular e portanto T’ é invertivel. A teoria ensina que a matriz da
transformacdo inversa T~! ¢ precisamente a matriz A~!. Utilizando um
qualquer método de inversdo (por condensagdo ou pela matriz adjunta)
conlui-se que:

514
A= -3 0 3
0 1 0

O vector w = (0,3,0) € R? tem coordenadas w’ =[ 0 3 0 ]T na base
escolhida para R3, a base canénica. A imagem inversa de w pode ser
determinada constituindo o produto A~ 1w:

13
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i -1 % 0 -3
-1
Alw=| -3 0 3 3|1=|0
0 10 0 3
Assim, vT = [ -3 0 3 ]T sao as coordenadas na base escolhida para

P,, a base canénica, da imagem inversa do vector w € R3. O vector v serd
portanto v = (=3)-e; +0-e3+3-e3=—-3-22+0-2+3-1=—322+ 3.

Exercicio 8 Seja T uma transformacao linear do espago dos polindmios reais
de grau menor ou igual a 2, Py, na varidvel x, em si préprio, definida por:

T(1)=1+zT(z)=3—a% T (2?) =4+ 2z — 32?
a) Calcule T (2 — 2z + 32?).

b) A transformagao T tem inversa? Justifique.

Solugao

a) Seja p(x) =2 — 2z + 322. Teremos:

T(p(z)) = T(2-2x+32% =
(porque Té transformagao linear)
= T2)+T(-22)+T (32%) =
(porque Té transformagcao linear)
= 2-T(1)+(-2)-T(1)+3-T (2?)
2-(1+a)+(-2)- (3—2) +3- (4+ 2z — 327
= 8+ 8z — Ta?

b) A transformagdo inversa, T~1, existird se a matriz da transformagao T
for regular. Comecemos entao por determinar esta matriz: consideremos
a base candnica para Py, {e1 = 2%, e = x,e3 = 1}.
T(e1)=T(2*) =4+22—32>=(-3)-e1+2-e2+4-e3
T(e)=T(x)=3—22=(-1)-e1+0-e2+3-e3
T(€3):T(l):1—|—l‘20'61+1'€2+1'63
A matriz da transformagao, A, serd uma matriz do tipo 3 x 3 cujas colunas
sdo as coordenadas de T (e;) na base {f;}:

14
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-1 0
A= 2 0 1

4 3 1
Verificando que |[A] = 0—-44+0—-(0—9—2) =7 # 0 concluimos que
A é regular e portanto T’ é invertivel. A teoria ensina que a matriz da
transformacdo inversa T~! é precisamente a matriz A~'. Utilizando um
qualquer método de inversdo (por condensagdo ou pela matriz adjunta)
conlui-se que:

-3 1 _1
7 7 7
-1 _ 2 3 3
S R
g 5 2
7 7 7

Exercicio 9 Seja T uma transformacdo linear em R? definida por:

T (21, 22,23) = (a121, 222, a3x3), a; € R,i=1,2,3 e fizos.

Determine as condicdes que ai,as e ag devem satisfazer para T admitir
inversa, e obtenha a expressio de T,

Solugao
A transformacdo inversa, T~!, existird se a matriz da transformacao T for
regular. Comecemos entdo por determinar esta matriz: consideremos a base
canénica para R, {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}.
T(el) ZT(I,O,O) = (al,0,0) =aj- €1 +O'€2 +O~€3
T (e2) =T1(0,1,0) = (0,a2,0) =0-e1 +az-e2+0-e3
T (es) =T1(0,0,1) =(0,0,a3) =0-e1+0-ex+as - e3
A matriz da transformagao, A, serd uma matriz do tipo 3 x 3 cujas colunas
sao as coordenadas de T (e;) na base {f;}:

al 0 0
A= 0 as 0
0 0 as
Verificando que |A| = ajagas concluimos que A é regular, e portanto T

é invertivel, se e s6 se ajazsasz # 0. Deveremos portanto impor as condigoes
a1 # 0Aaz # 0Aaz # 0OA. A teoria ensina que a matriz da transformacdo
inversa T—! é precisamente a matriz A~'. Utilizando um qualquer método de
inversao (por condensacdo ou pela matriz adjunta) conclui-se que:

15
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ofl-o
So o

Exercicio 10 Seja T uma transformacao linear de R® em R? definida por:

T (z) = (Ty (), Tz (z))

... com T} e Ty transformacdes lineares de R® em R.
Mostre que T é transformagao linear se e sé se Ty e Ty sao transformagoes

lineares.
Solugao
(=) Suponhamos que T' é uma transformagao linear. Pretende-se mostrar que

T e Ty sao transformacoes lineares.
Se T' é uma transformacao linear teremos:

T (au+ Bv) = aT (u) + BT (v) , Yy vers: Ya,er

Desenvolvendo ambas os termos das igualdades teremos:

(Ty (auw + Bv) , Ty (au + o))

T (au+ fv) =
a (T (u), Tz (u) + B (T1 (v),, T2 (v))

oT (u) + AT (v)

Teremos assim:
« (T1 (u) T ('LL)) + 4 (T1 (U) , 1o (U))
oTh (u), aTh (u)) + (BT (v), BTz (v))

(Th (qu + Bv) , Tr (au + Bv))
(
(aTy (u) + BTh (v), aTz (u) + BTs (v))

O que implica que:

(T (qu+ Bv) , Ts (au + Bv)) = (o171 (u) +68T1 (v) , a1y (u) +6T% (v)) =
Ty (au + Bv) = Ty (u) + BT (v)
= { T; (au + Bv) = ozT; (u) + ﬂT; (v)

Mas entao T3 e T5 sao transformacoes lineares.

16
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(<=) Suponhamos que T; e T5 sdo transformagdes lineares. Pretende-se mostrar
que T é uma transformacao linear.

Se Ty e Ty sao transformagoes lineares teremos:

Ty (o + Bv) = Ty (u) + BT (v) , Yy vers;s Va,3er
e
Ty (qu + Bv) = aTy (u) + BT5 (v) , Voy,vers, Va,per

Pretende-se mostrar que T (au + fv) = o1 (u) + BT (v), Yy vers, Va,8er:

T(oau+ pv) = (Th(au+ Bv),Ts (au+ Bv))
= (aT (u) + BT1 (v),aTs (u) + 812 (v))
= (aTy (u),aTs (w)) + (BT (v), BT (v))
= a(Ti(u), T2 (w) + B(Th (v), T2 (v))
= o (u)+ BT (v)

Logo, T é uma transformacao linear.

Exercicio 11 Seja Py o espago vectorial dos polinémios de coeficientes reais
de grau menor ou igual a 2. Considere a transformacao linear T, de P> em si
mesmo, definida por T'[p(z)] =p(z +1) —p(2),Yp@)epr,-

a) Indique, justificando, uma base para a imagem de T.

b) Determine o nicleo da transformagdao linear T, a sua dimensdo e uma
base.

Solucao

a) Comecemos por determinar a matriz da transformagao T' considerando a
base candnica para Py, {e1 = 2%, e = x,e3 = 1}:
T (e1) =T (2?%) — (41 —22=22+1=0-e1+2-e3+1-e3
T(e)=T(x)=(x+1)—2=1=0-e14+0-e3+1-e3
T(eg):T(l):1—1:0:0-@1+O.e2+0.63
A matriz da transformacao, A, serd uma matriz do tipo 3 X 3 cujas colunas
sdo as coordenadas de T (e;) na base {f;}:

N

|
=N O
_= O O
o OO
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E simples verificar que um vector genérico de Im (T") terd a forma Awv, isto
é, sera combinacao linear das colunas de A. A primeira e segunda colunas
de A sao linearmente independentes enquanto a terceira é o vector nulo.

0 0
Tal significa que Im (T) terd como base, por exemplo, 21.10
1 1

b) O nitcleo da transformagao é dado pelo conjunto:

Nuc(T)={ve P,: T (v) =0}

Determinar o nicleo consiste em resolver o sistema de equagoes Av = 0
nas varidveis v. Construamos a matriz ampliada do sistema e resolvamos
por condensagao:

0 0 010 11 010
2 0 0|0 |Lie—=Lg| 2 0 0]0
1 1 070 0 0 0]0

11 0]0 1

L2 — L2 + (—2) Ll 0 —2 0 0 L2 — —§L2

o o0 00 |—"
1 1 0]0 1 0 0]0
0 1 00 |Li—Li+(-1)Ly| 0 1 0]0
0 0 010 0 0 010

Dado que 74 = 2 < 3 o sistema é possivel e indeterminado com grau de
indeterminacao 1, e a solugao é da forma:

U1 0 0
ve | =1 0 =wv3| 0 |,v3€ER
V3 U3 1
0
Assim, Nuc(T) tem dimensdo 1 (nulidade é 1) e base 0
1

Exercicio 12 Considere o espago vectorial real M, (R), das matrizes quadradas
de ordem n. Seja T wma transformacao definida em M, (R): T (A) = A —

AT Y acm, v)-

a) Mostre que T é uma transformagao linear.
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b) Determine o nicleo de T, a sua dimensio e uma base.

¢) Considere n = 2. Determine a matriz que representa a transformacgdo
linear T, supondo fixada a base candnica no espago My (R).

Solucao

a) Temos de verificar se:

T (aAy + BA2) = oT (A1) + BT (A2) ,V A, AseM, (R)> Va,0eR

T (aAy + BAy) = ady + BAy — (ady + BA)T
= aA; +BA; — (aA] + BAT)

aAy + BA; — aAT — BAT

ad; — aAT + pA, — AT

a (A — A7) + B (A — AD)

oT (A1) + BT (Az)

Logo, T' é uma transformacao linear.

b) O nitcleo da transformagao é dado pelo conjunto:

Nuc(T)={A e M, (R):T(A) =0}
Vejamos entao:
T(A) =0

= A-AT =0 =
— A=A"

O nicleo é portanto constituido pelas matrizes reais simétricas de ordem
n. Para determinar uma base e a dimensdo de Nuc(T) comecemos por
estudar o caso n = 3. Neste caso, uma matriz do nticleo terd a forma:

s Vab,e,de, fER

o o
o Qo
~ O O




1 Transformagoes Lineares

Poderemos escrever esta matriz como a seguinte combinagao linear de

matrizes:
1 0 0 01 0 0 0 1
al 0O O O|+b] 1 0 O]+c| O 0 0|+
0 0 0 0 0 O 1 0 0
0 0 O 0 0 O 0 0 O
d 01 0 +e 0 0 1 +f 0 00 abcdefG]R
0 0 O 01 0 0 0 1

Concluimos assim, que no caso n = 3, a nulidade ¢ 6 e a base é constituida
pelos vectores:

100 010 00 1
o0o0|,l1t00],]000]/,
00 0 00 0 100
00 0 00 0 00 0
10 10,00 1],[0 0 0%, Vabederer
00 0 010 00 1

Poderemos facilmente inferir que, no caso geral, a nulidade serd 1+ 2 +
+n= n""‘l e a base serd constituida pelos matrizes com os seguintes
elementos:

aijzl, iijl,-'-,n
a;; = Qj; i<j=1,---,n

c¢) Consideremos entdo base canénica para My (R):

te=lo o=l o o=t o)e=[0 1]}

Determinemos a matriz da transformacao:
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- - - - - _T —
10 10 10 0 0
T(el)_T<_0 0_>‘_0 o] oo ~[o 0}_
=0:-e14+0-e9+0-e3+0-¢e4
- - - - - _T —
0 1 0 1 0 1 0 1
T(EZ)_T<00_>__0 0] |o 0_‘_—10}_
20-61+1'62+(—1)'€3+0-64
- - - - _T -
0 0 0 0 0 0 0 -1
T(e3)_T<_1 0_>‘_1 o] [t o] |1 0}_
20-61+(—1)-62+1'63+0-64
- - - - - _T -
0 0 0 0 0 0 0 0
T(e‘*)_T(_o 1])7 o1 " [o1] T |o 0}_
:0'€1+0'€2+0'63+0'€4

A matriz da transformacéo, A, serd uma matriz do tipo 4 X 4 cujas colunas
sdo as coordenadas de T (e;) na base {e;}:

0 0 10
0 1 -1 0
A= 0 -1 1 0
0 0 0 0

Exercicio 13 Seja T wma transformacio linear em R3, onde T (1,0,0) =
(10,3,-1), T(0,1,0) = (5,3,—4) e T(0,0,1) = (4,6,—10). Determine T (v)
onde v = (9, —4,9).

Solugao
Comecemos por determinar a matriz da transformagao: consideremos a base
canénica para R3, {e; = (1,0,0),e3 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}.
T(e1) =T (1,0,0) = (10,3,—1) =10 -3 + 3 - s + (—1) - e3
T(e2) =T(0,1,0) = (5,3,—4) =5-e1+3-ea+(—4) -e3
T (e3) =T71(0,0,1) = (4,6,—10) =4-e1 +6-e2+ (—10) - e3
A matriz da transformagao, A, serd uma matriz do tipo 3 x 3 cujas colunas
sao as coordenadas de T (e;) na base {f;}:

10 5 4
A= 3 3 6
-1 -4 -10

Como o vector v = (9, —4,9) se pode escrever como combinagao linear da

base escolhida do seguinte modo: 9-e; + (—4)-e2 +9- e3, resulta que as coorde-
9

nadas do vector v na base candnica sdo | —4 |. Conclui-se que as coordenadas
9
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de T (v) na base canénica se podem determinar fazendo o produto Av (v neste
contexto refere-se as coordenadas e ndo ao vector propriamente dito):

10 5 4 9 106
Av=| 3 3 6 —4 [ =| 69
-1 -4 -10 9 —83
106
Assim, o vector T (v) tem coordenadas 69 na base canodnica pelo que
—83

pode ser escrito como 106 - e; + 69 - e3 + (—83) - e3. Um simples cdlculo permite
verificar que:

T(U) = 106'614’69'624’(*83)'63
— 106-(1,0,0) + 69 - (0,1,0) + (—83) - (0,0,1)
= (_870)

Exercicio 14 Seja T uma transformagao em R?: T (z,y) = (k- z, 2 +y), k €
R.

a) Prove que T é linear.

b) Determine k de modo a que a transforma¢io T admita inversa e, para
esses valores, obtenha a transformagédo inversa T 1.

¢) Considere k = 0. Determine a dimensao e uma base no nicleo de T.
Solugao
Exercicio 15 Suponha que V e W sdo espacos vectoriais e U,/T : 'V — W

transformacoes lineares.

a) O que entende por nicleo de T?

b) Mostre que Nic(U +T) 2 Nie (U) N Nic(T).

Solugao
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Exercicio 16 Seja V um espago vectorial de dimensdo finita com base o =
{v1,+ ,vm} e W um espago vectorial de dimensao finita com base 8 = {wy, -+ ,Wp }.
Seja T : V. — W uma transformacao linear. Complete a sequinte defini¢ao: A
matriz da transformacao T, relativa as bases o e B é uma matriz A, do tipo

n X m, cujos elementos satisfazem as equagdes ...

Solugao

Exercicio 17 Seja V um espaco vectorial de dimensao finita com base o =

{v1, -+ ,vm} e W um espago vectorial de dimensao finita com base § = {w1, -+, Wn }.
SejaT : V — W uma transformacgao linear. Diga o que entende por matriz da
transformacao T e indique, sem provar, uma férmula para as coordenadas da
imagem T () ,x € V' em termos da matriz da transformagio T e do vector das
coordenadas do vector X.

Solu¢do

0 9
-1 6
R? numa dada base o = {vy,v2}.Seja B = {uy,us} uma outra base de R? tal
que uy = 3v1 + vo € us = 2v; + vo. Determine a matriz da transformagdo T
relativamente o base (3.

Exercicio 18 Seja A = [ a matriz de uma transformacio T : R? —

Solu¢do

Exercicio 19 Considere a matriz da transformacao linear T dada por:

1 2 3 4 )
-1 -1 -4 -3 —6
1 4 1 6 )
-1 1 -6 -1 -4

A:

a) Qual a nulidade de T?
b) Determine uma base para o nicleo de T.
¢) Qual a dimensao do contradominio de T ?

d) Determine uma base para o contradominio de T.
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Solucao

Exercicio 20 Seja P,, o espago vectorial dos polindmios de grau inferior ou
igual a n de coeficientes reais, na varidvel x. Para qualquer p € P,, denote-se
por p' a derivada em ordem a x do polindmio p.

a) Seja p € P,. Mostre que (x-p' — p) € P,.
b) Qual a dimensao de P, ?

¢) Considere a aplicagio T : P, — P,, tal que Tlp(z)] = = -p (z) —
P (%), Yp(z)ep, - Mostre que T ¢é uma transformagdo linear.

d) Utilizando o facto de que T (p) = a2 (%)/ e que ¢ = 0 implica que q é
uma constante, determine uma base para o nicleo de T.

e) Qual a dimensao do nicleo de T.
f) Qual a dimensao do contradominio de T.
g) Determine T (1), T (x), T (2*) e T (x*), onde 0 < k < n.

h) Seja B = {l,x,xQ,x3, e ,x”_l} uma base P,. Assumindo n = 3 deter-
mine as coordenadas de p () = (x — 2) (2% — 3z + 1) na base 3.

i) Determine a matriz da tansformagdao T na base 3 = {1, z, 22,23, - ,w"’_l},
J) Quais os valores préprios da transformagdo T ¢

1) Considere o polindmio p(x) = co + ca2® + -+ + c,a™.  Determine o
polindmio q, tal que T (q) = p.

Solugao
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