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Transformacoes Lineares

* Funcoes lineares descrevem o tipo mais simples
de dependéncia entre variaveis

* Muitos problemas podem ser representados por
tais funcoes
» Definicao: Sejam Ve W dois espacos vetoriais.
Uma transformacao linear € uma funcao de Vem
W, F: V— W que satisfaz as condicoes:
> i) Quaisquer que sejam u e vem V: F(u+v)=F(u)+F(v)
> i) Quaisquer que sejam ke R e ve V: F(k.v) = k.F(v)

 Principio da Superposicao
Guardem esse
nome!!
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Transformacoes Lineares

Exemplo 1:
- V=Re W=R
 F: R — R definida por u — a.u ou F(u) = o.u

» Solucao:
»FU+v)=o.(U+V)=a.u+o.v=Fu + F(v)
> F(k.u) = o.k.u = K.o.u = K.F(u)
> Logo, F é linear!
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Transformacoes Lineares

 Exemplo 2:
« F: R — R definida por u — u? ou F(u) = u?

» Solucao:
>FUu+v)=(Uu+vVv)2=u2+2.UuVv + V2 Uu2+v2 = F(u)+F(v)

» Logo, F nao é linear!

' Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Transformacoes Lineares

Exemplo 3:

« F:R2 - RS

¢ (X,y) — (2%, 0, x+y)ou F(x,y) =(2%, 0, X +y)

» Solucao:

» Dados u e v e R?, sejam u=(x4,y;) € V=(X,,Y>), X;,y:€R
» F(u+v)=F((x1,y1) + (X2,¥5)) = F(Xq + Xo, Y1 + Y2) =

= (2X1 + 2X5, 0, Xy + X5 + Y4 + Y5)

= (2X4, 0, X4 +Y4) + (2X,, 0, X, + Y,) = F(U) + F(Vv)

> F(k.u)=F(K.(X4, y1))=F(k.x4, K.y;) = (2k.X4, 0, K.X{+K.y,) =
= k(2x4, 0, Xy + y4) = k.F(u) Logo, F ¢é linear!

' Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello

wlnfurmé_til_:ﬂ cabm@cin.ufpe.br



Transformacoes Lineares

« OBS 1: Da definicao de transformacao linear,
temos que a transformacao do vetor nulo leva
ao mesmo vetor nulo: T(0) =0

 |sso ajuda a detectar transformacoes nao
lineares: se T(0)#0, implica uma transformacao
nao linear

* No entanto, T(0) = 0 nao € condicao suficiente
para que T seja linear (ex.: T(u) = u?)
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Transformacoes Lineares

« OBS 2: Uma transformacao para ser linear nao
implica que ela € derivada de uma funcao linear

« Por exemplo: (x,y) — (X + 5, y) ndo é transf.
Linear, embora o mapeamento seja linear

Verifique que essa
transf. nao é linear!!
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Transformacoes Lineares

Exemplo: V=R"e W=R™
Seja A uma matriz mxn. Definimos:

+ Ly:R"— Rmporv — Av (X4
e ondevé tc;maglo como vetor coluna:v=| ..
« La(v) =A. | X1 = | Y X,

\an \ym/
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Cont. Transformacoes Lineares

 Exemplo:

» Das propriedades de operacoes de matrizes:
PLau+Vv)=A.(Uu+V)=AUu+Av=L,U)+ La(V)
> La(k.u) =A.(k.u) = k.(A.u) = k.L(u)
> Logo, L, é linear
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Cont. Transformacoes Lineares

 Exemplo:

@ )
 Suponha A= (2 0
0 0
1 1
. LyR25RE > g
F Y e N Y
— 10 0O |- X =
\XZJ \1 1_) \ 2; O
K1+ %2

« Entao, LA(Xq, X5) = (2X4, 0, X4 + X5)
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Transformacoes do Plano no Plano

* 1) Expansao (ou contracao) uniforme:
>T:R2—>R2 0eR,v— a.v
» Por exemplo, T: R> > R?, o =2, v — 2.V

> T(X,y) =2(x,y) g v
» Na forma matricial:
fX 3 rX N rX N f'X )
— 2 ou — 2 0
\y v y y O 2 \y .

» Nesse caso, temos uma expansao. Se 0 <o < 1,
teriamos uma contracao
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Transformacoes do Plano no Plano

« 2) Reflexao em Torno do Eixo X:
> T:R%— R?, (x,y) = (X, -y)
» Na forma matricial:
fX h r X\ rX ) X
IR {1 0]
y -y y 0 -1

- 7 \ y \ J \ 7

Y, T T(v)
—_—
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Transformacoes do Plano no Plano

 3) Reflexao na Origem:
»T:R>—> R%, v—-vou T(X,y) — (-X, -y)
» Na forma matricial:
fX D r_X\ rX p : X
R oL -1 0
y -y y

- 7 \ y \ J \ 7

Y, T T(v)
—_—
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Transformacoes do Plano no Plano

* 4) Rotagao de um angulo 6 (sentido anti-horario)
y |- Ro(v)

> Y

v

X' =r.c0S(0 + o) = r.cosacosO - r.senasend, onde r = |v|
Mas, r.cosa = X e r.sena. =y

— X = X.C0SO - y.send

Analogamente: y’ = y.cosb + x.sen6

Assim: Rg4(X,y) = (X.cosO - y.sen#, y.coso + x.seno)
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Cont.

Transformacoes do Plano no Plano

* 4) Rotagao de um angulo 6 (sentido anti-horario)

\.

Caso 9 = /2, temos:

r

\.

-

X
y

o

\

X

y

o

Centro

ﬁd:lnfurmétita

_)rO n
! 0,

X

y

\

y.COSO + X.sen
\-

7

(X.COS0 - y.send
0

J

Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello

cabm@cin.ufpe.br

"cosO
seno

\.

-sen@)| X

cosO || Y
J\




Transformacoes do Plano no Plano

» 5) Cisalhamento Horizontal:
> T(X,y)=(X+ay,Yy), aeR
» Por exemplo: T(x, y) = (X + 2y, y)

r p r B
X | (x+2y’ [1 2] X
y| |y |” y
\ J \_ _J O 1 \ J
v T T(v)
*Eentrn Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Transformacoes do Plano no Plano

« 6) Translacao:
»T(x,y)=(Xx+a,y+Db),a, beR

g N 4 N r N

1 [t of*|. |2
Y| o 1J|Y|"|b

\ J \. o/ \ p

Observe que, a menos que a =b =0, essa
transformacao nao € linear.
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Conceitos e Teoremas

« Teorema: Dados dois espacos vetoriais Ve We
uma base V, {v,, ..., vV}, sejam w,, ..., W,
elementos arbitrarios de W. Entao existe uma
unica transformacao linear T:V— W tal que
T(vy)=wWy, ..., T(v,)=W,.Esta transformacao &
dada por:

>Sev=aVy+..+a\V,
> T(v)=a;T(vq) +.... +a,T(V,) =W + .... + 8, W,
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Conceitos e Teoremas

« Exemplo: Qual a transformacéo linear T:R>—R3
talque T(1,0)=(2,-1,0)e T(0, 1) =(0, 0, 1)?

» Solucao:
> e = (1, 0) e e,=(0,1)
>w1 (2, -1, 0) e w,= (0, 0, 1)
= (X, y)
= (X, ¥) =x.(1,0) +y.(0, 1)
(V) = T(x.(1, 0)) + T(y.(0, 1))
>T(v) =Xx.T(ey) +vy.T(e,) =x.(2,-1,0) +v.(0, 0, 1)
» T(v) = (2%, -X, y)
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Conceitos e Teoremas

« Exemplo: Qual a transformacéo linear T:R>—R3
talque T(1,1)=(3,2,1) e T(0, -2) = (0, 1, 0)?

» Solucao 1:
>T(1,1) = (3,2, 1) } NG fama

> T(0, -2) = (0, 1, 0) base canonicall
» Mas:

» T(0,-2)=(0,1,0) = -2.7T(0,1)=(0,1,0) = T(0,1)=(0,-12,0)
> T(1,1)=T(1,0) + T(0,1) = (3,2,1)

»=T(1,0) + (0,-'2,0) = (3, 2,1) = T(1,0) = (3,5/2,1)

» Logo: T(1,0) = (3, 5/2, 1) e T(0,1) = (0, -'2, 0)

« Agora formam uma base candénica!

' Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Cont. Conceitos e Teoremas

 Exemplo:

» Solucao 1:
>V =(X,Y)
> T(v) =x.T(eq) +Vy.T(ey) =x.(3, 5/2, 1) +y.(0, -2, 0)
» T(v) = (3%, 5/2x - 2y, x)

» OBS:
« T(1,1)=(3,5/2-%,1)=(3,2, 1)

« T(0,-2)=(0,1,0) *Elu

. Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Conceitos e Teoremas

« Exemplo: Qual a transformacéo linear T:R>—R3
talque T(1,1)=(3,2,1) e T(0, -2) = (0, 1, 0)?

» Solucao 2:
>T(1,1) = (3,2, 1) } NG fama

> T(0, -2) = (0, 1, 0) base canonical!
>V =(X,y)=a.(1,1) + b.(0, -2)
» Logo: x=a e y=a—-2b=Db=(x-Yy)/2

» Assim:v =x.(1, 1) + [(x —y)/2].(0, -2)

> T(v) =x.T(1,1) + [(x —y)/2].T(0, -2)
>T(v)=x.(3,2,1) + [(x—¥)/2].(0, 1, 0)

» T(Vv) = (3%, 9/2x - 2y, X) (como antes)
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Conceitos e Teoremas

« Definicao: Seja T:V — W uma transformacao
linear. Aimagem de T é o conjunto dos vetores
we Wtal que existe um vetor ve V, que satisfaz
T(v)=w. Ou segja:

»Im(T) = {we W; T(v) = w para algum ve V}

« Definicao: Seja T:V — W uma transformacao
linear. O conjunto de todos os vetores ve Vtais
que T(v)=0 € chamado de nucleo de T, sendo
denotado por ker T (ker = kernel). Isto é:

>ker T ={ve V; T(v) = 0}
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Conceitos e Teoremas

« Exemplo1: TR? >R, (X,y) > x+VY
« Neste caso, kerT = {(x,y)e R?; x + y = 0}
* Isto é, kerT é aretay = -x

« Podemos dizer ainda que ker T = {(X, -X); Xe R} =
{X(1 5_1 )5 X€e R} = [(1 5_1 )]

 ImT =R, pois dado we R, w = T(w, 0)

y
'f@,) ImT <R Qualquer valor
mil = dos reais
> i satisfaz o par
0 (X, -X).
y=-X
*Eentrn Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Conceitos e Teoremas

« Exemplo 2: Seja T:R® — R3, dada por
> T(X, y,2) = (X, 2y, 0)

« Entao a imagem de T:
> Im(T) = {(x, 2y, 0): X, ye R}
={x(1, 0, 0) + y(0O, 2, 0), x,ye R}
=<(1,0,0), (0, 2,0)>
»dim Im(T) =2

 Onucleo de T é dado por:
» ker T ={(x,y,2): T(x,y,z) = (0,0,0)} = (x, 2y, 0)=(0, 0, 0)
{(0, 0, z): ze R} ={z(0,0,1): ze R} = [(0, O, 1)]
»dimker T =1

Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Conceitos e Teoremas

« Definicao: Dada uma transf. T: V— W, dizemos
gue T é injetora se, dados ue Ve ve Vcom T(u)
= T(v), tivermos U = v ou, de forma equivalente, T
é injetora se dados u,ve V. com u-v, entao
T(u)=T(v)

 Em outras palavras, T é injetora se as imagens
de vetores distintos sao distintas

V— W
T

' Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Conceitos e Teoremas

« Definicao: Dada uma transf. T: V— W, dizemos
que T é sobrejetora se a imagem de T coincidir

com W, ousejaT(V)=W
 Em outras palavras, T é sobrejetora se dado
we W, existir ve Vtal que T(v) =w

V— W

. Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello

~‘“—‘Infﬂrn“_lé_til_:ﬂ cabm@cin.ufpe.br

27



Conceitos e Teoremas

Exemplo: T:R—R?, x—(x, 0)

« Dados x, ye R, suponhamos que T(x)=T(y)
Entao (x,0)=(y,0) =>x=y

Logo, T € injetora.

« Mas T ndo é sobrejetora uma vez que Im(T)=R?

' Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Conceitos e Teoremas

« Teorema: Seja T:V— W uma transformacao
linear. Entao ker T={0}, se e somente se, T é
injetora

« Teorema: Seja T:V— W uma transformacao
linear, entao: dim kerT +dimim T =dim V

« Corolario1: Sedim V=dim W, entao T linear é
injetora, se e somente se, T € sobrejetora

« Corolario 2: Seja T: V— W uma transformacao
linear injetora. Se dim V =dim W, entao T leva
base em base

» Base de Vem base de W

I Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Conceitos e Teoremas

* Quando uma transformacao linear T:V— W for
Injetora e sobrejetora ao mesmo tempo, da-se o
nome de isomorfismo

» Tais espacos vetoriais sao ditos Isomorfos

. Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Conceitos e Teoremas

« Exemplo 1: Seja T:R3—R3 dada por:
> T(X,y,z)=(X—-2Y, 2, X+Y)
« Vamos mostrar que T € um isomorfismo e
calcular sua inversa T-:
» Solucao:

» Se pudermos mostrar que T € injetora, teremos que T
é um isomorfismo pelo corolario 2 anterior

» |sso equivale a mostrar que ker T = {(0, 0, 0)}

»Mas kerT ={(x, Y, 2); T(x,y, z) = (0,0, 0)} e T(x,y,2) =
(0,0,0), se e somente se: (x — 2y, z, x +y) = (0,0,0):

I Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Cont.

Conceitos e Teoremas

 Exemplo 1:

-

> (x—2y,z,x+Yy)=(0,0,0)
» |sso implica:

—_—
e X-2y=0 X =2y

‘Z:O Z:O S :>X=y=Z=O
e X+y=0 X=-y D

» Portanto, T & isomorfismo

» Tomando a base canbnica de R3, sua imagem pela
transformacao é:
- {T(1,0,0), T(0,1,0), T(0,0,1)} = {(1,0,1), (-2,0,1), (0,1,0)}
« que ainda é uma base de R3

» Calculemos a transformacao inversa de T

Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Cont.

Conceitos e Teoremas

 Exemplo 1:

-

> Como: Inversa
- T(1,0,0) = (1,0,1) T1(1,0,1)=(1,0,0) )
- T(0,1,0) = (-2,0,1) T1(-2,0,1)=(0, 1 0) >=T1(xy,2)=?
- T(0,0,1) = (0,1,0) :>T (0,1,0)=(0,0,1) __

» Vamos escrever (x,y,z) em relacao a base {(1,0,1), (-2,
0,1), (0,1,0)}
 (x,y,2)=a(1,0,1) +b(-2,0, 1) + c(0, 1, 0)
= C,

= X =a-—2b, y z=a+b
= a = (X + 22)/3, b=(z X)/3 c=Yy
= (X, ¥, 2) = (x+22)(1,0, 1) + (7)(201)+y(010)
3
Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Cont. Conceitos e Teoremas

 Exemplo 1:

» Entao:
« TX,¥,2) = (x+22)T'(1,0,1) + (z - x)T(-2,0,1) + yT(0,1,0)
3

« T(x,y,2)=(x+22)(1,0,0) + (z )(01 ,0) + y(0,0,1)
3 3

« T(X,y,2)=(x+22, z—X, Y)
3 3

. Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Transformacoes Lineares e Matrizes

 Exemplo 2:
>A=[1 -3 5]

2 4 -1
> B={(1 50)5(051 )} € B,={(1 5050)5(051 50)5 (05051 )}
» Ty R — R?
» Encontremos essa transformagao linear. )
> Solucdo: Seja x =| * | = Ax =[ 1 -3 S J[ y
;’ 2 4 -1)5

> Entédo TA(X, v, z) = (x =3y + 52)(1,0) + (2x + 4y - 2)(0,1)
» Ta(X, Y, Z2) = (X =3y + 5z, 2X + 4y - 2)

' Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Transformacoes Lineares e Matrizes

 Exemplo 3:
» Seja T:R3—R? tal que T(x,y,z) = (2x+y-z, 3x-2y+42)
» Sejam B={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} e B’={(1,3),(1,4)}

» Procuremos [T] E

» Calculando T nos elementos da base [3 temos:
« T(1,1,1)=(2,5) =3.(1,3) -1.(1, 4)
« T(1,1,0)=(3,1) =11.(1,3) -8.(1, 4)
- T(1,1,1)=(2,3) =5.(1,3) -3.(1, 4)

> Entdo: [T] g ={ 3 11 g]
-1 -8 _

' Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Transformacoes Lineares e Matrizes

 Exemplo 4:

» Seja T a transformacéao anterior
» Sejam p={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e p’={(1,0),(0,1)}

» Calculemos [T] E

» Calculando T nos elementos da base [3 temos:
« T(1,0,0) = (2,3) =2.(1,0) + 3.(0, 1)
« T(0,1,0)=(1,-2) =1.(1,0) - 2.(0, 1)
« T(0,0,1)=(-1,4) =-1.(1,0) + 4.(0, 1)

» Entao: [T] g, ={2 1 _1]
3 -2 4

' Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Transformacoes Lineares e Matrizes

 Exemplo 5:

» Dadas as bases
« B={(1, 1),(0, 1)} de R?
- B’={(0, 3, 0), (-1, 0, 0), (0, 1, 1)} de R3

» Encontremos a transformacéo linear T:R>—R?3 cuja
\
matriz é [T] 5 =r0 2
B | -1 0

\'1 3/

» Interpretando a matriz temos:
« T(1,1)=0.(0,3,0)-1.(-1,0,0)=1.(0, 1, 1) = (1, -1, -1)
- T(0,1)=2.0,3,0)+0.(-1,0,0) + 3.(0, 1, 1)=(0 9,3)
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cont.| Transformacoes Lineares e Matrizes

 Exemplo 5:
» Devemos encontrar T(X, Y).

> Para isso escrevemos (X, y) em relacao a base :
* (X, y)=x.(1,1) + (y—x).(0, 1)
» Aplicando T e usando a linearidade:
e T(x,y)=T{x.(1, 1) + (y = x).(0, 1)} = x.T(1, 1) + (y = x).T(0, 1)
« T(x,y)=x.(1,-1,-1) + (y — x).(0, 9, 3)
o T(X,y) = (X, 9y — 10x, 3y — 4x)
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Transformacoes Lineares

« Seja I:'V—V uma transformacao lineare a e 3
bases de V entao:

> [T1Pg = [ 11% [T]% [ 1 1P,

Lembrando que

>[11P, = ([1]%)"
e chamando [ | ]%=A, temos

> [Tl = AL [T]e, . A

Nesse caso, dizemos que as matrizes [T]BB e
[T]*, sao semelhantes

' Centro Prof. Carlos Alexandre Barros de Mello
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Exercicios Sugeridos
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A Sequir...

 Autovalores e Autovetores
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