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Topicos

* Equacoes polinomiais.

¢ Teorema fundamental da algebra.
* Raizes reais e complexas.

¢ Fatoracao e multiplicacao de raizes.

Relacoes de Girard.

Equacodes polinomiais

Denominamos equacdes polinomiais ou algébricas, as equacdes da forma: P(z) = 0, onde
P(z) € um polinémio de grau n > 0. As raizes da equacao algébrica, sao as mesmas do
polinémio P(z). O grau do polindémio, sera também o grau da equacao. Exemplos:

24+ 9221004+ 3 =
2%+ 62249

Nameros Complexos

Relembremos que o corpo dos niimeros complexos é o conjunto C = {(z,y) : x,y e R}, com as
seguintes operacoes de adicao e multiplicac;éo

Se z = (z,y) € w = (a, b) pertencem a C, entao z+w = (v+a, y+b) ez -w = - (za=yb, zb+ya).
(Os elementos de C sao chamados de nuimeros complexos. Denotamos o niimero complexo
(0, 0) simplesmente por O e o nimero complexo (1, 0) simplesmente por 1. Para cada
2z = (x,9)eC, definimos -z = (—z,-y) e 271 = (12+y2’ L ) Os numeros complexos podem
ser escrito da forma (a,b) ou a + bi.

* Numeros Naturais: N
N ={0,1,2,3...}

* Numeros Inteiros: Z
Z=A..,-4,-3,-2,-1,0,1,2,...}

* Numeros Racionais : @
Q={.,-52,..—41,...—1,..,0,...,2,65,...}

* Numeros Irracionais: [
Numeros decimais que nao podem ser escritos na forma de fracdo, ex: 2.33(3)

* Numeros Reais: R=Q+ 2+ 1+ N



A equacao quadratica 22 + 1 = 0 nao tinha solucdo dentre o sistema de numeros reais
porque nao ha um numero real cujo quadrado seja —1. Como solucéo ao problema, foi in-
troduzido um novo tipo de nuimero, o conjunto denominado niimeros complexos. No século
16, o simbolo /-1 foi introduzido para dar solucdo a equacao. Este simbolo, depois denom-
inado i, foi considerado como um numero ficticio ou imaginario que pode ser manipulado
algebricamente como um numero real, exceto porque seu quadrado é —1.

Os numeros complexos sdo dados em pares ordenados, (a,b), onde os numeros a € b
sdao chamados de componentes. A primeira componente, a, € a parte real, e a segunda
componente, b, € a parte imaginaria.

Raizes reais e complexas

Para resolver estas € equacdes € preciso encontrar as raizes do polindmio. As raizes de um
polindmio podem ser reais e/ou complexas.

* Propriedades importantes:

- Toda equacao algébrica de grau n possui n raizes. Exemplo: a equacéo 23 —z =0
possui 3 raizes, a saber: z; =0, 2 = 1 e z3 = —1. Dizemos entdo que o conjunto
verdade ou conjunto solucao da equacdo dada é S = {0,1,—1}.

- Se b for raiz de P(x) = 0, entdao P(z) € divisivel por z — b. Esta propriedade é muito
importante para abaixar o grau de uma equacao, o que se consegue dividindo
P(x) por = — b.

- Se o numero complexo a + bi for raiz de P(z) = 0, entdo o conjugado a — bi também
sera raiz.

— Se a equacao P(z) = 0 possuir k raizes iguais a m entao dizemos que m € uma raiz
de multiplicidade k. Exemplos: a equacao (x —4)!° = 0 possui 10 raizes iguais a 4.
Portanto 4 € raiz décupla ou de multiplicidade 10. A equacdo z® = 0, possui trés
raizes iguais a 0 ou seja trés raizes nulas com ordem de multiplicidade 3.

- Se a soma dos coeficientes de uma equacao algébrica P(z) = 0 for nula, entdo 1 €
raiz da equacao. Exemplo: 1 € raiz de 402° — 1023 + 10z — 40 = 0, pois a soma dos
coeficientes ¢ igual a zero.

- Toda equacao de termo independente nulo admite um ntmero de raizes nulas
igual ao menor expoente da variavel. Exemplo: a equacdo 3z° + 422 = 0 possui
duas raizes nulas.

Teorema Fundamental do Algebra
Em 1799, Gauss provou que toda equacao polinomial da forma

ag+ a1z +asx? + -+ anaz™ =0,

onde ag,...,a, Sa0 numeros reais arbitrarios, com a; # 0, tem uma soluciao entre os
numeros complexos se n > 1. Este € o teorema fundamental da algebra.
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Como encontrar as raizes...

¢ Polinémio grau 1:

ar+b = 0
Resolvemos isolando a variavel:
r = -
a
¢ Polinémio grau 2:
ar*+br+c = 0

Para encontrar as raizes usamos a formula,

—b+ Vb? — dac
Tip =
2a
* Produtos especiais:
(x+a)® = 22+2ax+d
(x —a)? z? — 2az + a®
(z+a) = 2°+3a2®+ 3’z +d°
(z —a)® 2% — 3ax? + 3a*x — d®
(z+a)! xt + dax® + 6a2? + 4aPx + ot
(z—a)' = 2*—4a2®+6a%2® — 4d°z + o*
-1 -1 -2
(@ +a) = xn+naxn—1+”(”2' )azxn—2+n(n 3)'(” )a3xn—3+.”
+na" "tz + a"
Exemplo:
1 1) (G-2
(@+a)P® = x5+5ax5*1+5(52' )a2x572—|—5(5 3)'(5 )Q3I5—3+
5(b—-1)(5—-2)(b-3 5(b—-1)b—-2)(5—-3(5—-4
(BODE-26-9) s SE-DE-DE=36=) 0
B 54,5, 543, 5432, 54321 ;
= o bart s oo I+321 TrIs 21"t 5 a3 21"

= 2° 4+ 5az* + 10a2® + 10a32% + 5a*x + o°



¢ Fatoracao por agrupamento:

acx® + adx® + bex + bd az? (cx +d) + b (cx + d)

(az® +b) (cz +d)

Exemplo:

32° — 222 —6r+4 = 2*(3x—2)-2(3x—2)
= (2*-2)(3z-2)

* Fatoracao de polinémios de terceiro grau ou de grau superior: Divisao

Existe uma certa dificuldade para achar as raizes de polinémios de grau trés ou supe-
rior. Entretanto, uma vez conhecido um dos zeros do polinémio, pode-se utilizar este
zero para reduzir o grau do polinémio. Por exemplo, se x — 2 € um zero do polindmio
23 — 42% + 5z — 2, sabemos que (z —2) € um fator e, por divisio podemos fatorar o
polinémio,

2 —42? 45z -2 r—2
—z3 4227 2 —2x+1
0 —222 452
+222 —dzx
0 T -2
—r 42
0 0

O polinémio ficou reduzido da seguinte forma,

2 — 42’ +5x -2 = (z-2) (2> —22+1)

Uma outra forma de fazer a reducao é fazendo a divisao sintética.

Seja z = z; uma raiz do polindémio az? + bx? + cx + d = 0, entéao

X a b c¢c d

Na vertical:
Somar termos

Na diagonal: .
Multiplicar X1

Coeficientes para o fator quadratico

Exemplo:

- Efetuando a divisdo sintética no polinomio z* —4x2 4 5x — 2, utilizando o zero x = 2,
obtemos,



2 -4 2
T -2 1 0
Cujo resultado é: 2% — 42? + 5z — 2 = (z — 2) (z? — 22+ 1)
- Sabemos que x = —2 € raiz do polinomio x*® + 3z + 14, fazendo a divisdo sintética
obtemos,

2 4 14
T =2 7 0

—2‘1 0 3 14

onde z° 4 3z + 14 = (z + 2) (2% — 2z + 7). Mesmo que alguns coeficientes sejam zero
devem ser considerados como coeficientes para fazer a divisao.
* Teorema do Zero Racional

Se um numero racional %, com p e ¢ primos entre si, € raiz de uma equacao polinomial
de coeficientes inteiros do tipo a,z" + a;2" ! + axr" "2 + ... + a,, = 0 entdo p € divisor a,
de e ¢ € divisor de ag.

Exemplo: Encontre todos os zeros reais da expressao 2x3 + 322 — 8z + 3.
ap = 2: entao q = £2, £1

an, = 3: entao p = +3, £1

Os zeros racionais possiveis sao:

p 1 13 3
£ = 1,-1,3-3 2, -—-,2, -2
q (A ] ’27 2’2’2

testando o zeros possiveis, vemos que x = 1 € um deles,

201 +3(1)°=8(1)+3 = 0

realizando a divisao sintética

pelo que 223 + 32% — 8z + 3 = (z — 1) (222 + 5z — 3) . Resolvendo a quadratica,

-5+ 25424
xr1,2 = f
547
N 4
T = -3
1
€To = 5

E fatorando, 22° + 32 =8z +3=(z — 1) (z + 3) 2z — 1).



Fatoracao e multiplicacao de raizes

Se 1,2, 23, ..., T, S0 raizes da equacio a,r" + a1x" ! + axx" 2 + ... + a, = 0, entdo ela pode
ser escrita na forma fatorada: a,(z—x1)-(x —22)-(x—x3)---(x —2x,) = 0. Exemplo: Se —1, 2 e 53
sao as raizes de uma equacao do 3° grau, entdo podemos escrever: (z+1)-(z—2)-(x—53) =0,
que desenvolvida fica: 2® — 5422 + 512 + 106 = 0.

Relacoes de Girard

Sao as relacoes existentes entre os coeficientes e as raizes de uma equacao algébrica. Para
uma equacao do 2° grau, da forma az® + br + ¢ = 0, ja conhecemos as seguintes relacoes

entre os coeficientes e as raizes z; € zs:
X —+ i) = —

b
a

a

X1+ Tg

Para uma equacao do 3° grau , da forma ax® +bz? + cx +d = 0, sendo x1, 72 € z3 as raizes,
temos as seguintes relacoes de Girard:

b
I1+I2+I3 = —_—
a
C
I1'$2—|—$1'$3+I2'I3 = E
d
T - Tg XT3 = —_—
a

Para uma equacao do 4° grau, da forma az? + b3 + c2? +dz +e = 0, sendo as raizes iguais
a x1, T2, T3 € T4, temos as seguintes relacoes de Girard:

b

1+ 220+ x34+24 = ——

a
C
X1 -T2+ X1 -X3+T1 X4+ T2 -3 +T2 - Tyg+2T3-T4 = —
a

X1 T2 T3+ X1 -T2 T4 +T1 T3 -T4+To-Tz-Tg = ——

a
(&
1 -X2-T3-Tyg = —
a

NOTA: observe que os sinais se alternam a partir de ( - ) , tornando facil a memorizacao

das formulas

Exercicios
1. Encontre o complexo conjugado de (2 + 8i)e (4 — 71).
2. A soma (5+ 7i) + (3 — 2¢) vale?
3. O produto (5 + 7i)(3 — 2¢) vale:
(@ 1+ 11i

(b) 1 +31i
(c) 29 + 11i



(d) 29 - 11i
(e) 29 + 31i
4. Se f(z) =2?> — 2+ 1, entdo f(1 —i) é igual a?
5. Sendo i a unidade imaginaria, (1 —i)~2 € igual a?

6. Desenvolva o seguintes produtos especiais.

(b) (172—5 =z*— 1022 +25

© (z+42)° =23 +62%+122+8

d (z—1)° =23 —3c+322 -1

@ (z+42)" = 2* + 823 + 2422 + 322 + 16
6 (z—4)" = 2% — 1623 + 9622 — 2562 + 256

7. Aplique a féormula quadratica para achar todos os zeros dos seguinte polinémios.

(@) 42% + 6z + 1: T2 = #
(b) 2 +6x +9: T12 = -3

(C) 2172 — 6x + 5: T1,2 = &T\/j

8. Resolver as equacoes r> — 522 + 92 — 5 =0 e 22% + 22 — 22 — 1 = 0 usando o teorema do
Zero Racional, e escreva a equac¢ao como sendo a multiplicacao de fatores.

9. Determine o valor de k na equacéo z’~kz + 36 =0, de modo que uma das raizes seja o
quadruplo da outra.

10. (ITA-SP) Os numeros a, b € ¢ sdo raizes da equacao z® — 222 + 3xr — 4 = 0. Nessas
condi¢oes, calcule o valor de L + 1 + 1.



