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1.0 INTRODUCAO

Sabe-se que os matematicos da Babilénia, ha mais de 4000 anos, ja
sabiam “completar quadrados” para resolver equacgbes do 2° grau, entretanto
muitos anos se passaram até que o italiano Cardano, apoiado nas sugestbes de
Tartaglia e Ferrari, publicou solu¢gdes para equagdes de 3° e 4° graus, esse fato
deu um grande impulso nas pesquisas em algebra. Na época os pesquisadores
buscavam uma solugdo geral que incluisse polinbmios de qualquer ordem, embora
os resultados encontrados ndo fossem os esperados houve um grande
desenvolvimento, nessa area, nos anos que se seguiram. No nosso trabalho,
apresentamos, a teoria de polinbmios e algumas técnicas utilizadas em equagdes

polinomiais.



2.0 POLINOMIOS

Dados nO N, onde N é o conjunto dos numeros naturais e

a,a, a,,--0 Conde Cé o conjunto dos numeros complexos, denomina-se
polinbmio em C, a expressao algébrica definida por
P(x)=ax"+a,_x""+a ,x"+-tax taxta, 0xC

Definimos:

a,,a,. ,a, ,a,,a,d, Os coeficientes do polinémio,

2

ax",a, x""a,,x"*-Os termos do polinémio,

a, O termo independente do polindémio.

Sendo «, # 0, o grau do polinémio sera igual a 7.

2.1 OPERACOES COM POLINOMIOS.

Vamos definir as operagdes Adicdo, Subtracdo e Multiplicacdo de
Polinbmios.
2.1.1. Adicao de Polinbmios.
Sejam:
AX)= ax"+a, x""+-a,x’+ax+a,.
B(x)=bx"+b _x""+--b,x>+bxthbh,.

Definiremos a operagéo adigdo de polinbmios da seguinte maneira:
A(X)t B(x)= (a, + b)x"+ (a,, + b,_)x""'+-(ay,+ b,)x>+ (a, + b)x+ a,*+ b, que &
um polinémio em C
Pela definicado, verificamos que o grau do polindbmio resultante da operagcao sera
igual ou menor ao maior grau entre  4(x) e B(x)

Exemplo: sejam.



A(x)= 3x> + 10x* + 0x’ + 0x” + 20x+ 10 e

B(x)= 0x”+ Ox* + 22x” + 10x” + 5x+ 1

(A+ B)(x)= 3+ 0)x” + ((10+ 0)x* + (22+ 0)x’ + (0+ 10)x° + (20+ 5)x+ 10+ 1

(A+ B)(x)= 3x + 10x* + 22x7 + 10x7 + 25x+ 11

cujo grau é cinco ,igual ao grau de 4(x) , Caso os coeficientes, dos termos de
maior grau, de cada polindbmio se cancelem, na adigdo, o grau do polinbmio sera
menor, por exemplo:

Sejam:

A(x)= 3x" + 10x* + 0x’ + 0x” + 20x+ 10 e

D(x)= -3x"+ 0x* + 22x7 + 10x” + 5x+ 1

(A+ D)(x)= (3-3)x+ ((10+ 0)x* + (22+ 0)x” + (0+ 10)x” + (20+ 5)x+ 10+ 1

(A+ D)(x)=10x*+ 22x> + 10x* + 25x+ 11

Cujo grau é quatro, menor que o grau de A(x) .

A adi¢cao de polinbmios goza das propriedades; Associativa, comutativa,
existéncia de elemento neutro, existéncia de elemento inverso aditivo. Tendo em
vista a existéncia do elemento inverso aditivo definiremos a subtragcdo dos
Polindmios A(x) e B(x),A- B= A+ (- B), entdo,

A(x)- B(x)= (a, - b)x"+ (a, - b, )x""+--(a,- b)x*+ (a, - b)x+ (a, - b,)
2.1.2. Multiplicagéo de Polinbmios
Sejam: A(x) = a,x"+ a, x""'+ ax’t axt a,

e B(x)=bx"+b, x""+--bx*+bxtb, chama-se produto de polinémios

A.B, 0 polindmio (A.B)(x) = a,b, + (ayh, + aby)x+ (ayb, + ab, + a,b,)x*+ ---+ a,b,x*

mtn
+

que é o polinébmioem C, C(x) = ¢, ,x e, xt e xt ey, cujograu é m+ n.

Exemplo de produto de polinbmios,

A(x)=3x"+4x°+5 e, B(x)= x+ L(AB)(x)= Bx’+4x> + 5)(x+ 1)=3x>(x+ 1)+ 4x*(x+ 1)+ 5(x+ 1)
= 3x 4+ 307+ 4x7 + 4x7 + Sx+ 5= 3x 4+ 7x7 + 4x? 4 5x+ S

que é do quarto grau.

2.2 POLINOMIOS IDENTICAMENTE NULOS



Denomina-se polinbmio identicamente nulo, o polinbmio que tem todos seus

coeficientes nulos, usaremos o simbolo = para indicar a identidade.

Se P(x)= 0, entdo todos os seus termos sdo nulos, U x0 C
3.0 EQUACOES POLINOMIAIS

Sejam f(x) e g(x) , polindmios. Chama-se equagdo polinomial a
sentenga aberta definida pela igualdade: f(x)= g(x).
Os valores atribuidos a x poderdo tornar a sentenga falsa ou verdadeira. Os
numeros que a tornarem verdadeira sdo chamados raizes da equacao.

O conjunto SU C ,cujos elementos sdo raizes complexas da equagéo
chama-se conjunto solugdo ou conjunto verdade da equagao polinomial,

significando que todo elemento de S U C, torna verdadeira a sentenca aberta

J(x) = g(x).

Exemplo de Equagao Polinomial.
Sejam f(x)= x*+1 e g(x)=2x’-3 eaequagdo x’+1= 2x’- 3
Onde o conjunto solugdo S = {- 2,2 }

Verifica-se que f(-2)= g(-2)=5 e g(2)= f(2)=5
3.1 TRANSFORMAQOES NAS EQUAQOES POLINOMIAIS

Duas transformacdes elementares podem ser feitas nas equacodes

polinomiais sem que seja alterado o seu conjunto solugéo:

12) “Somar aos dois membros da equag¢ao a mesma fungao polinomial”

J)=g(x) = f()+ h(x)= g(x)+ h(x)



23)’Multiplicar os dois membros da equagado pelo mesmo numero complexo

k(k £ 0)

J()=glx) = kfx)=kg(x)

Assim, qualquer equagédo polinomial f(x)= g(x) pode ser transformada na
equivalente P(x)= f(x)- g(x)= 0 ou seja , qualquer equagio polinomial é
redutivel a forma :

n-2

n n-1 -
ax"ta, x" ta, ,x" "t--taxta=0.

Entretanto, uma equacdo do tipo P(x) = 0, podera ser identicamente nula

, isto se:

P(x)= 0, 0x0 C

Evidentemente, nesse caso o0 conjunto solugdo da equagao

polinomial € o proprio conjunto dos numeros complexos ou.

S=C
No entanto, podera ocorrer que seja P(x)uma constante ndo nula

para todo X, fazendo da sentenga aberta P(x)= 0, falsa, (qualquer seja o X)

nesse caso dizemos que :

s=1{]

4.0 O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA (T.F.A.)

“Todo polinbmio P de grau n2 1 admite a0 menos uma raiz complexa”



Aceitaremos o resultado desse teorema, sem demonstra-lo.

5.0 O TEOREMA D’ALEMBERT
“ O resto da divisdo de um polindmio p(x) por x- a éigual a p(a)”
Demonstracao:

A divisdo de P(x) por (x- a),resulta em um quociente Q(x) e o resto
Temos: P(x)= Q(x)(x-a)t r, para x=al Pla)=r.
6.00 TEOREMA DA DECOMPOSICAO.

Todo polinémio de grau n(n2 1) pode ser decomposto em 7 fatores do 1° grau ,

a menos de ordem ,essa decomposig¢ao sera unica.

Demonstracao:

Seja P, um polinbmio de 1° grau, de acordo com o TFA, teremos pelo
menos uma raiz , chamemos essa raiz de r7;, pela definicdo de raiz, P(r;)= 0

Segundo o teorema D’alembert , P ¢é divisivel porx- 7, pois o resto,
P(r;) = 0 significando que existe o polindémio O,, tal que P= Q,(x- r,),mas, sendo

Pdo primeiro grau, 0, = a,x"' = a,0 P=a,(x-1)

Resultaem P= (x-r)(x-r)0, maspara n=2,0, temgrau n-2=2-2=0,
O que resulta em P=a,(x-r)x-r,), aplicando-se sucessivamente o TFA
podemos chegar a igualdade;

P=Q (x-n)x-n).(x-r) masQ,,temgrau n- n= 0 logo, 0, = a,

e P=a,(x-n)x-n)x-5) . (x-r)
Com os procedimentos acima, provamos a existéncia da decomposicao,

para provarmos sua unicidade vamos supor que nosso polinbmio admita duas

decomposicoes:
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P=a,(x- 7)(x= )= 5).(x-r,)
P=d,(x- i)(x-5)(x-1)x- 1)

Supondo reduzidos e ordenados os dois segundos membros das igualdades tém:
ax"-aSx""+t. . =ax"-asx""+..

e pela definicdo de igualdade de polinbmios, temos necessariamente:

Cancelando os termos iguais, ficamos com a igualdade:

(x=1)(x-1)(x-71)ex-7)= (x- r)(x- 1) (x-75).(x- 7). (1)

Atribuindo a x o valor de r;, temos:
0= (r-rn)H-n)-n)(i-n)
e se o produto é nulo, um dos fatores é necessariamente nulo, operando uma

mudanga de ordem, podemos fazer 7 = 7 .

A igualdade (I) se transforma em:

(0= 1) 1) )= 1) E (6m 1) ) 1) 1)

Cancelando os termos iguais,

(x= )= m)(x-n) (=)= (x- )= B)(x-r)(x-1,)

podemos atribuir x o valor de r, e dai teremos:
0= (ry-ry)ry=r3)(ry-1,)
Da mesma forma , um dos fatores 7, - 7, é necessariamente nulo , novamente

usando o artificio de mudar a ordem dos fatores de forma conveniente, podemos

colocar:
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continuando para , =,0il N, as igualdades, m=n,a, = a,.r, = r, S80 a prova
que a decomposicao é unica.

Como consequéncia do teorema da decomposi¢cao € que toda equacao
polinomial de grau » 2 1, admite # e somente 7 raizes complexas
7.0 MULTICIPLIDADE DAS RAIZES DE UMA EQUACAO POLINOMIAL

Como consequéncia dos resultados obtidos pelo teorema da decomposicao

todo polinbmio P, de grau 7, pode ser entendido como o desenvolvimento de

um produto de 7 fatores do 1° grau e um fator constante «,, que é o coeficiente
dominante em P, ou:
P=a,(x-r)x-n)x-nr)-(x-r,)

Eventualmente alguns ou, varios desses fatores poderédo ser iguais. Ao
associarmos os fatores iguais obteremos:

P (xm )" (@ n) " (@) e )"

Sendo m= 1, r sera uma raiz simples de P, se m> 1 r sera raiz multipla
de P ,podendo ser dupla, tripla etc. conforme o valorde m
de uma forma mais geral diremos que 7 é uma raiz de multiplicidade m de
P(x)= 0, quando o polindmio P ¢é divisivel por (x- r)"e nao é divisivel por
(x- )"

8.0 PESQUISA DE RAIZES MULTIPLAS ATRAVES DAS DERIVADAS

Examinaremos a seguir um teorema que facilita a pesquisa das raizes
multiplas de equacdes polinomiais.

Teorema: Se 7 é raiz de multiciplidade m da equacédo, f(x)= 0 ,entdo » é
raiz de multiciplidade m-1 da equagdo f'(x)=0 em que f'(x) é a derivada
primeira de f(x) .

Demonstracao

Seja f(x)= (x- r)"q(x) Uma equagéao polinomial e 7 raiz de multiciplidade

m  Aplicando a regra da cadeia e a regra do produto temos:
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S (@)= (x- )" [mg(x)+ (x-r).g'(x)] e como m.q(r)+ (r-r)q ()= mg(r)? 0,
decorre que 7 é raiz de multiciplidade m-1 de f'(x)
Pelo teorema acima se r, por exemplo, for a raiz de multiciplidade 3 de

uma funcao polinomial, entdo,  sera necessariamente raiz de multiciplidade 2 da

sua fungcédo derivada.

Exemplo: Verificar se a equagdo 2x° - 9x* + 12x+ 6= 0 tem alguma raiz dupla.
Como toda raiz da equagdo f(x)=0 sera raiz simples da equagéo f'(x)= 0
,derivando encontremos, f'(x)= 6x*>-18x+ 12, fazendo /' (x)= 0

Encontraremos as raizes x= lou x= 2 mas essas ndo sdo raizes de f(x)=0,

logo f(x)= 0, ndo tem raizes duplas.

9.0 RELACOES ENTRE COEFICIENTES E RAIZEZ.
Nessa secdo examinaremos a relacdo entre coeficientes e raizes de equagdes

polinomiais, conhecidos como relagdes de Girard:
9.1 EQUACOES DO SEGUNDO GRAU.

O teorema da decomposicao e suas consequéncias nos permitem escrever
uma equagado do 2° grau da seguinte forma: a(x- r)(x- r,) nos conduzindo a
identidade :  a(x- r,)(x-r,)= ax’ + bx+ cOx0 C, mas como é necessarioa a# 0

, para garantir o grau da equacéao teremos:

b c
P —xt == xT - ()Xt .
a a

E, por identidade de polinbmios vem:
_ C

ntr,=-— e nr-=-—
a

9.2 EQUACOES DO TERCEIRO GRAU

Pelos mesmos argumentos de 9.1 escreveremos a identidade:

13



ax’ + bx’+ ex+d = a(x- r)(x- n)(x-n)

. 3, b, ¢ _ .3 2
ou: Xk Xkt d =0 ()X (A st R ),
Consequentemente:
- - c —
RYRE I LA R LT e fn s

9.3 EQUAGCOES DE GRAU n QUALQUER

~ -1 -2 -
Dada aequagédo a x"ta, x" +ta ,x""+---taxta,=0

Cujas raizes sao 7,%,5, 1,

n

Obtemos a identidade:

a,(x= 0= ) (= 1) T @ = a (5t rt e )X (et )

S S5
-3 h -h
s a,(nnrt nnnt er, or )X b et (1) a, S, Xk (- 1) a, (R oo, 0 )
%,_/
S, S,
e por identidade de polinbmios vem
S - - an-l
1
an
a
S2 - n-2
an
a
_S3 - “n-3
al’l
, ~ a,.
= oma aeitoaos os rodutos de n raizes aa equagao) = (- I
S, = (Soma de tod C,, produtos de h da eq 1)~k

n

a
S = Rty T, = (— 1)"_0
a

n

As relagdes entre coeficientes e raizes de polinbmios de qualquer grau
( relagdes de Girard) nao garantem a solugdo de qualquer polinbmio de grau 7,

pois se tentarmos encontrar uma raiz qualquer, apos varias substituices

14



obteriamos um polindmio de mesmo grau . Dessa forma, o conhecimento do
conjunto verdade estaria vinculado a alguma outra condi¢cédo (por exemplo, soma,
produto entre raizes)

9.0.1 Exercicios
1)Escreva as relagbes de Girard para a equagao algébrica x* + 7x> - 3x+ 5= 0

Da equacéo, temos:

a,=1, a,, =7 a,,=-3 e a,=5
a
- _ n-1 - _
Xt x,tx; = = -7
an
a
- n-2 - _
XX, t XXyt x,x; = =-3
an
4y

X, x,x; = (-1)" —==-5

n

2) As raizes da equagdo x’-9x’+23x-15=0, estdo em PA. Nessas
condicdes, resolva a equacao:

Sendo x,,x,,x;raizes da equagao podemos representa-las por:

X =0-r, x,=0, x;=0+r  pelarelacdo de Girard teremos:

a,.
X tx,tx;=-—2L=9=qg-rtatat+tr=300 a=x,=3
al’l

Sendo x, = ¢ = 3, uma raiz, o polinémio é divisivel por x- 3.

Ou x’-9x*+23x-15= (x- 3)(x*- 6x+ 5) sendo le5, as raizes do polinémio

de segundo grau, logo, § = {1,3,5} :

10.0 RAIZES COMPLEXAS (NAO REAIS) DE UM POLINOMIO
O estudo das relagdes entre raizes complexas de um polinédmio € util na
determinagao de seu conjunto solugao, enunciaremos a seguir, dois teoremas que

valem para todos polinbmios de coeficientes reais.
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Definigdo: Se Z = a+t bi(b# 0)é& um nimero complexo ndo real, chamamos
de Z = a- bi, seu conjugado

Teorema um:
: Se uma equacgao polinomial de coeficientes reais admite como raiz o numero

complexo Z , entdo essa equagdo admite como raiz o nimero Z , conjugado de Z .

Demonstracao:
Por hipotese,

Z=at bi(b#* 0),é raiz da equagdo polinomial.

Assumiremos as seguintes propriedades dos conjugados,
Z, = ZI
t 7, =
ZZ Zl
| E (Z)n
= Z, - Z,UR

Z,
it Z,

N

—_

N

—_
[SS]

I N

N

—_

N

2

N N

Por hipotese, e pelas propriedades acima,

n n-1 n-2 -
alZ"ta 2" ta " +---taZ+ta,=0L0

n n-1 -Nn
alZ"ta Z" t--taZta,=0L0

0

0 aZ"+a, Z"'+-taZta,=0[

0 aZ"+a, Z""++aZ+a,=0[

0 a(Z)'+a, (Z)"'+-+aZ+a,=0

Teorema dois: Se uma equacgao polinomial de coeficientes reais admite a

raiz Z com multiplicidade 7, entdo admite a raiz Z com multiplicidade P .

E importante observar que, de acordo com os teoremas enunciados, toda
equacao polinomial de coeficientes reais, que admitir raizes complexas, nao reais,

as tera em numero par, pois a cada raiz teremos sua conjugada.
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Consequentemente, todo polindmio de grau impar tera um numero impar de raizes
reais, por exemplo, uma equacao polinomial de 5° grau tera necessariamente uma
, trés ou cinco raizes reais , ou seja qualquer polinbmio de grau impar com
coeficientes reais, tem pelo menos uma raiz real, ja os polinbmios de grau par,
com coeficientes reais, poderdo nao apresentar raiz real.

10.0.1 Exercicios:
1)Resolva a equagdo x*- 9x° + 30x* - 42x+ 20 = 0sabendo que 3+ i é raiz.

Se 3+ i, éraiz entdo 3- i (Conjugado ) também o sera logo:
P)[x- 3+ D][x- 3- HQ() T P(x)= (x* - 6x+ 10)Q(x)

P(x)

- = x> -3x+2
x°-6x+10

Podemos calcular Q(x) =

Sendo { 1.2 }raizes de O(x)= x> -3x+ 2,0 S={1,23+i3- i
11.0 RAIZES REAIS DE UMA EQUACAO POLINOMIAL

Lema: Se P(x) = 0é uma equagdo polinomial de coeficientes reais onde

P(x) = a,00)[(x- n)(x-nr)..(x-1)] e

onde #.,h,,....1; sdo raizes reais do polinbmio e _Zl,Zl....’ suas raizes complexas,

nao reais, entaoQ(x)> 0 UxU R

Demonstracao:

Considere uma raiz complexa z; = a* bi e suaconjugada , - ;- p;, €0

produto (x- z )(x- -Zl): x* - (z, 4 -Z1)x+ Zl-Zl = x> -2ax+a*+ b’ = (x- a)>+ b>-Mmas

(x-a)*+b*>0,0x0R

positivos , sendo Q(x)> 00x0 R

17



11.1 TEOREMA DE BOLZANO

Se, P(x)= 0 é uma equagéo polinomial com coeficientes reais e ]a,b [ um
intervalo real aberto entéo:

1°) P(a) e P(b) tem mesmo sinal, existe um numero par de raizes reais ou
nao existem raizes no intervalo real ]a,b [

2°) P(a) e P(b) tem sinais contrarios, existe um nimero impar de raizes reais
da equacgao em ]a,b [

Demonstracio:

Dado um intervalo real aberto, uma raiz real podera ser interna ou externa a

esse intervalo.

Seja 7; uma raiz interna ao intervalo ]a,b [ , entdo: a<rn<b
ou: a-r,<0e b-rn>00 (a-r)b-1r)<0

Seja r,uma raiz externa ao intervalo ]a,b [

Simetricamente, (a- 7,)(b-1,)> 0, mas:
P(a).P(b) = [a,O(a).(a- n)a-r)..(a-r)]..[a,00b0)b- n)D- r)..(b-r)]1)
Podemos verificar que o produto P(a).P(b), tera um fator a;, um fator O(a).0(b) e
ainda P fatores (a-7,)(b- r,) onde 7, é raiz real da equagdo dada.

Ocorre que, a, > 0 0(a).0(b)> 0 , pois QO(x)> 00x0 R (lema), entdo, s6 poderdo
ser possiveis fatores negativos do segundo membro da igualdade (1), os fatores
que correspondem as raizes reais deP(x)= 0, o que nos permite concluir a

existéncia de duas unicas possibilidades:

1°) Quando P(a)e P(b) tem o mesmo sinal , isto & P(a)e P(b)> 0, existe um

numero par de fatores negativos do tipo (a- 1 )(b- 1), logo existe um nimero par

de raizes reais da equacgao no intervalo real

18



2°) Quando P(a) e P(b) tem sinais contrarios ou, P(a) e P(b)< 0, existe um nimero

impar de fatores do tipo (a- 7, )(b- r;), existindo um nimero impar de raizes reais

da equacao.

12.0 RAIZES RACIONAIS

Desenvolveremos nesta secdo, um raciocinio que nos permitira obter as
raizes racionais de uma equacgao polinomial de coeficientes inteiros (caso elas
existam)

De acordo com o teorema das raizes racionais, se:

n-2

- -1 - . .
Px)=ax"ta, x" ta_,x""+--taxta,=0,(a,* 0) de coeficientes

inteiros, admite uma raiz racional g:em que pl Zeqll N e, peq sao primos entre

si, entdo P é divisor de a,e 9é divisor de a,.Dessa forma, podemos encontrar

raizes de um polinbmio de coeficientes inteiros, estabelecendo o conjunto de

todos os divisores de a,e o conjunto de todos os divisores positivos de a,,dai,

dividindo cada divisor de a,por cada um divisor de a,,teremos o conjunto das

“possiveis” raizes racionais da equagao polinomial, a seguir fazendo a verificagao
de cada candidata (substituindo) teremos as raizes racionais.

Exemplo: Quais sado as raizes racionais da equagao

2x% - 5x7+ 4x* - 5x7 - 10x7 + 30x-12= 0

Inicialmente, devemos definir o conjunto de todos os divisores de - 12

pl {- L1,-2,2,-3,3,-4,4,- 6,6,- 12,12} ,a seguir o conjunto dos divisores positivos de

2,¢q0 {1,2} .Se a equagao tiver raizes racionais entéo:

Py {- L1,-2,2,-3,3,-4,4,-6,6,-12,12,-1/2,1/2,- 3/2,3/2} , verificando:
q

P(2)= 2.(2)° - 5(2)° + 4(2)* - 5(2)° - 10(2)> + 30(2)- 12 = 128- 160+ 64- 40- 40= 60- 12= 0
P(1/2)= 0

para as demais candidatas, P(x)# 0 _E importante observar que, se uma
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equacdo polinomial de coeficientes inteiros, tem a, = 1 as raizes racionais, caso

existam, serao inteiras.
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