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1. Verifique se sdo operadores lineares no espago P, (R):

(a) F: Po(R) — P, (R) tal que F(f(t)) = tf (t), Vf(t) € P, (R).

(b) F: P, (R) — Pu(R) tal que F(f(t)) = f () +£2f (t), Vf(t) € Pu(R).

CONCLUSOES

Vamos verificar se valem as condigoes para que uma fungao, cujo dominio e contra-dominio sao espagos

vetoriais sobre o mesmo corpo de escalares, seja uma transformacao linear.

(a) F: Py(R) — P, (R) tal que F(f()) = tf (t), Vf(t) € Pu(R).
Considere g,h € P,(R) e k € R constante, observemos que: F(g(t) + kh(t)) = F((g + kh)(t)) =
t(g + kh) (t) = tg (t) + t(kh) (t) = tg (t) + tk(h) (t) = F(g(t)) + kF(h(t)). Logo, podemos concluir

que F definida acima é uma transformacao linear.

(b) F: P, (R) — P, (R) tal que F(f(t)) = f (t) +t2f" (t), Vf(t) € P, (R).

t) + kh(t)) = F((g + kh)(t)) =
t)+t2(kh)" (t) = g (t) + k(h) (t) +
g(t)) + kF(h(t)). Logo, podemos

Considere g,h € P,(R) e k € R, constante, observemos que: F(g

tg+kh) (t) = (g+kh) (1) +3(g+ k)" (t) = g (¢) + (k) (t) + 129"

12g"(t) + 2k(h)"(t) = g (t) + t2¢" (¢) + k(h) (t) + t2k(h)" (t) = F

concluir que F' definida acima é uma transformacao linear.

(
)

—_~

Obs: Em vez de trabalharmos com o espacgo vetorial P, (R), de dimensao n+1, poderiamos

subtitui-lo pelo espago C*°(R), de dimensao infinita, e o raciocinio seria andilogo.



2. Seja u = (z,y, z,t) um vetor genérico do R%. Quais das aplicacoes abaixo definidas sao aplicacdes lineares

(a) F(u)=u+(1,0,1,0);

(b) F(u) = (1,0,1,1);

() F(u) = (z,y — z,y + z,x + t);
(d) F(u) = (cosz,y, z,t).
RESPOSTAS

(a) F(u) =u+(1,0,1,0). Observe que tal fun¢ao ndo poderia ser linear, pois F'((0,0,0,0)) = (0,0,0,0) +
(1,0,1,0) = (1,0,1,0) # (0,0,0,0). Observe ainda que F, como definida acima, nao satisfaz nenhuma
das duas condig¢oes para uma fung¢ao, cujos dominios e contra-dominios sao espagos vetoriais sobre o

mesmo corpo de escalares, seja linear.

(b) F(u) = (1,0,1,1). Observe que tal fun¢ao nao poderia ser linear, pois F'((0,0,0,0)) = (1,0,1,1) #
(0,0,0,0). Observe ainda que F, como definida acima, é tal que F(ku) = (1,0,1,1) # ku,Vk €
(R—{1}) ou Vue€ (R*—(1,0,1,1)).

(¢) Flu) = (z,y — 2,y + z,x + t). Sejam u=u = (z,y,2,t), e v = (x1, Y1, 21, W1).

F ¢ linear pois, 1)F(u+v) = F((z,y, 2,t) + (x1,y1,21,t1)) = F(z + x1,y + y1, 2 + 21, + t1), ou seja,
Flztruyty,ztznt+it) =@+, @+y) —(+2),@+n)+E+a),@+o)+(E+h)) =
(x,y—2zy+z,2+t) + (¥1,01 — 21,91 + 21,21 + 1) = F(u) + F(v).

2Q)F(ku) = F((x,y, z,t)) = (kx,k(y — 2), k(y + 2), k(x + t)) = k(z,y — 2,y + z,x + t) = kF(u).

(d) F(u) = (cosx,y,z,t). F nao é linear pois a fungdo cosseno nao é uma transformagao linear de R em

R.

3. E possivel existir uma transformacao linear injetora T : R — R2? Por qué?.

CONCLUSOES

Nzo é possivel existir uma transformacao linear injetora 7 : R?> — R2. Pelo Teorema do Nicleo e
da Imagem temos que dim(R3) = dim(Nuc(T)) + dim(Im(T)) < dim(Nuc(T)) + 2, portanto 3 < 2 +
dim(Nuc(T)) < dim(Nuc(T)) > 1, ou seja, T nao pode ser injetiva.

Mais geralmente: Seja T : R"*! — R”, T transformacio linear onde n > 1,n € N. T ndo pode ser injetora.

Observe que estamos trabalhando com espacos vetoriais de dimensao finita. O Teorema do Nucleo e da
Imagem NAO E NECESSARIAMENTE VALIDO para transformacoes cujos dominios sejam espagos

vetoriais de dimensao infinita. Ver Apéndice I.



4. E possivel existir uma transformacéo linear sobrejetora T': R2 — R3? Por qué?.

CONCLUSOES

N3zo é possivel existir uma uma transformacdo linear sobrejetora T : R2 — R3. Pelo Teorema do Ntcleo e
da Imagem temos que dim(R?) = dim(Nuc(T)) + dim(Im(T)), portanto dim(Im(T)) < 2, ou seja, T nio

¢ pode ser sobrejetora ja que a dimensao do espaco contra-dominio é 3, Im(T) C R3.

Mais geralmente: Seja T : R® — R"™*! T transformacio linear onde n > 1,n € N. T ndo pode ser sobre-

jetora.

Observe que estamos trabalhando com espacos vetoriais de dimensao finita. O Teorema do Nucleo e da
Imagem NAO E NECESSARIAMENTE VALIDO para transformacoes cujos dominios sejam espagos

vetoriais de dimensao infinita. Ver Apéndice I.

5. Seja T : R2 — R?, transformacao linear. Mostre que se T nao é sobrejetora, entdo T ndo é injetora.

CONCLUSOES

Basta aplicarmos o Teorema do Niicleo de da Imagem, se T nao é sobrejetiva,T’ : R?> — R2, temos
dimIm(T) < 2 < dimNuc(T) > 0 (pois dim Nuc(T) = 2 - dim (Im(T))), pelo Pelo Teorema do Nicleo e
da Imagem), ou seja, T' nao é injetiva.

Mais geralmente: Seja T : R — R™, n > 1,n € N, T transformacao linear. T nao é sobrejetora <
T nao é injetora. Vale o resultado mais geral: Todo operador linear, entre espagos de dimensao
finita, é injetivo se, e somente se, é sobrejetivo. Dai um operador linear injetivo é sobrejetivo
e vice-versa e, portanto é um automorfismo. Isto é uma conseqiiéncia do Teorema do Niicleo

e da Imagem.

Observe que estamos trabalhando com espacos vetoriais de dimensao finita. O Teorema do Nicleo e da
Imagem NAO E NECESSARIAMENTE VALIDO para transformacoes cujos dominios sejam espagos

vetoriais de dimensao infinita. Ver Apéndice I.



6. Considere a transformacao linear

T: R® — R3® dadapor T(z,v,2)= (2,0 —vy,—2).

(a) Determine uma base do niicleo de T
(b) Dé a dimensao da imagem de T
(c) T é sobrejetora? Justifique.

(d) Faga um esbogo de KerT e ImT.

CONCLUSOES

(a) Ker(T) ={v=(z,y,2) € R* [ T(v) = (0,0,0)}, ou seja, Ker(T) = {v € R*| (2,2 ~y,~2z) = (0,0,0)},
portanto v € Ker(T) < v = (z,y,2), onde x =y e z = 0, ou seja, v € Ker(T) < v = (z,,0). Logo
Ker(T) = [(1,1,0)]

(b) Pelo Teorema do niicleo e da Imagem, temos que dim(R3) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T)), portanto
3=1+dim(Im(T)) = dim(Im(T)) = 2.

(c) T nao é sobrejetora pois a dimensdo do espago contra-dominio é 3 (= dim(R?)) e dim(Im(T)) = 2, ou
seja, Im(T) € R3.

(d) v € Ker(T) & v = (z,1,0), ou seja, Ker(T) = [(1,1,0)]. Portanto, Ker(T) = {P = (0, yo, 20) € R? |
(x0,v0,20) =t - (1,1,0) para algum t € R}, ou seja, Ker(T) é a reta, contida em R3, que passa pela
origem e tem a dire¢ao do vetor (1,1,0).

Esbogo de Ker(T):

Im(T) = {w € R? | v € R3 tal que T'(v) = w}. Observemos que pela expressio de T, T'(z,y, z) =
(2,2 —y,—2z) = z-(1,0,—1) + (z — y) - (0,1,0) portanto, Im(T) = [(1,0,—1),(0,1,0)]. Observemos
também que {(1,0,—1),(0,1,0)} é L.I(lincarmente independente).



Im(T) ¢ o plano que passa pelos pontos (0,0,0) (origem), (1,0,—1) e (0,1,0).

Esbogo de Im(T):
8

7. Tome em P3(R) as bases 8 = {1, ¢, 12, 3} e 8 = {1, 1 +¢, t + 2, > + t3}. Calcule as matrizes [D]”

8"
[D]g , [D]g,, onde D : P3(R) — P5(R) é o Operador derivacao.
RESPOSTAS
(a) Observemos que:
D(1)=0=0-140-(1+8)+0-(t+t3)+0- (2 +*); [0 1 -2 3}
D(t)y=1=1-140-(14+t)+0-(t+t*)+0-(t* +3); R 00 2 -3
,dal[D]B/:
D#*)=2t=-2-142-(1+t)+0-(t+t3)+0-(t*+t3); 00 0 3
D(t3)=3t2=3-1-3-(1+t)+3-(t+t3)+0-(t>+t3) 00 0 O
(b) Observemos que:
D1)=0=0-14+0-(t)+0-(t*)+0- (t3); [0 11 0]
D1+t)=1=1-14+0-(t)+0-(t*)+0-(t3); — 00 2 2
,dal[D}ﬁ =
Dt+t*)=1+2t=1-14+2-()+0-(t*)+0-(t3); 00 0 3
D> +t3)=2t+3t2=0-1+2-(t) +3-(t>) +0-(t*) 0000
(c) Observemos que:
D) =0=0-140-(1+t)+0-(t+t3)+0-(t>+t3); 01 -1 1
DA+t)=1=1-140-(1+t)+0-(t+t%)+0-(t> +t3); g 00 2 -1
,dal[D]ﬁ/:
Dt+t)=1+2t=—-1-1+2-(1+t)+0-(t+1t%)+0-(t? +t3); 00 0 3
D2 +t3)=2t+3t2=1-1—-1-(1+t)+3-(t+t3)+0- (¢ +13) 00 0 0



8. Seja V o espago vetorial de matrizes 2 X 2 com base candnica

, { a b -‘
Se T:V — R? ¢ dada por T =(a+d, b+c).
[ a]
(a) Ache [T]? onde « é a base canénica do R2.

CONCLUSOES

< 10> <_0 1_>
T =(1,0) T —(0,1)
_0 0_ _O 0_ [1001-|

0 1
CONCLUSOES
2 1
| el o [ 1 0] KRN
S(z,y) = 1o [yJ—[2I+y,I Y, Ivy]*(2x+y)[0 OJJF(T/*U)[O OJ
0 1
oo o] ey o]
RN B KOS I

10
(b) Ache S e, se for possivel, (a,b) tal que S(a,b) = [ .

CONCLUSOES

Nao é possivel obter (a,b) tal que S(a,b) = |-(1) ?},pois {2a+b abb} = {(1) ?} &
—a

S 2a+b=1,a—b=0,—a=0eb=1. Observe que este sistema é impossivel.



9. Seja T : R? — R? uma reflexdo, através da reta y = 3x.

y = 8x, v = (-1/3)x
3]

(a) Encontre T'(z,y).

(b) Encontre uma base o de R?, tal que

oo

CONCLUSOES

1

(a) Considere no plano as retas s : y = —zx e 7 : y = 3z. Observe que s L 7.

Considere também v; = (1, 3), vetor diregao da reta r, e vo = (=3, 1), vetor dire¢do da reta s.

Observe que {v1,v2} é L.I. | pois sdo vetores ortogonais (sLr), e portanto 5 = {vy,v2} forma uma

base para o R2.
T(1,3) = (1,3), pois T é uma reflexao e portanto T preserva v € R% v || (1,3).

T(-3,1) = —(-3,1). Logo, a representagdo matricial da Transformagao acima

B = {(133)’(_371)} é: [T]g = [ Lo
[0 -1

Vamos determinar a representacao matricial da tranformacao 7', definida acima,

Canonica.

(Tt = Nfan - [T15 - Ml = {; _13 {(1) = }

S~ Sles
1
|
—

[S[°Y) U\|L

(SN { [V

| —
=] =
o|w sl

Portanto T'(x,y) = [

ol ol
(S N —

(b) Podemos considerar ov um conjunto qualquer {w;,ws} onde w;

poderfamos considerar o = {(1,3),(—3,1)}.

Yy
Yy
ST/
3+ v (v1) =0
W e SRR
b . 391/ 1 4 T
—3-2-1/] 1 4 Ty = —vy

| (1,3) e wa || (=3,

em relacao a base

em relagao a base

1). Em particular,



10. Seja T : R® — R3 onde T'(v) é a projecao do vetor no plano 3z + 2y + z = 0.

(a)

Encontre T'(z,y, z).

[ 1 00 -I
(b) Encontre uma base ordenada 3 de R?, tal que [T]g =10 0 0
0 0 1
CONCLUSOES
(a) Considere IT = {v = (z,y, 2) € R? | 3z + 2y + 2z = 0} portanto,v = (z,y, —3z — 2y) = x(1,0, —3) +
+y(0,1,—2), daf IT = [(1,0,—3),(0,1,—2)]. Observe que o vetor (3, 2, 1) é paralelo & nr, a normal
do plano TI. O conjunto 3 = {(1,0,-3),(3,2,1),(0,1,—2)} forma uma base para o R? e é tal que
T(1,0,—3) = (1,0,-3), T(0,1,-2) = (0,1, —2) pois T(v) = v,¥v € I e T(3,2,1) = (0,0,0), pois
(3,2,1) || ni.
A representagdo matricial da transformagao T em relagdo a base [ é dada por:
(10 0]
B _
T]z=10 0 0
0 0 1
Vamos determinar a representacao matricial da tranformacao 7', definida acima, em relagao a base
Canonica.
s o frool e 2] &P R
[Tieen =2, [M5-mgm=1 0 2 1 |-|oool| | & L L |=|= 2 =
sz loo|2 3 ] (& 2B
[& = 2] [«]
Portanto, T'(z,y,2) = | =2 2 =L ||y
e 2
1 0 0
(b) Encontre uma base ordenada 3 de R?, tal que [T]g =0 0 0
0 0 1
CONCLUSOES

Como T(v) =v,Yv € Te T(w) = 0,YVw || (3,2,1) podemos considerar 3 = {vy, va,v3}, onde vy, v3 € II,
tal que {v1,vs} seja L.I.(linearmente independente) e vy || (3,2,1). Em particular, poderfamos tomar

8= {(L 0, _3)7 (3a 2, 1)7 (07 1, _2)}



11. Seja L : R?® — R3 onde L é a reflexdo através do plano 3z + 2y + z = 0.

(a) Encontre L(z,vy, 2).

(b) Encontre uma base ordenada v de R3, tal que [T]) =

S O =
o = O
o

CONCLUSOES

(a) Considere IT = {v = (z,y, 2) € R? | 3z + 2y + 2z = 0} portanto,v = (z,y, —3z — 2y) = x(1,0, —-3) +
+y(0,1,—2), daf IT = [(1,0,—3),(0,1,—2)]. Observe que o vetor (3, 2, 1) é paralelo & nr, a normal
do plano II. O conjunto 3 = {(1,0,-3),(0,1,—2),(3,2,1)} forma uma base para o R? e é tal que
T(1,0,-3) = (1,0,-3), T(0,1,-2) = (0,1,~2) pois T(v) = v,¥o € e T(3,2,1) = —(3,2,1), pois
(3,2,1) || ni.

A representacao matricial da transformacao T' em relacao & base 3 é dada por:
IV 1 0 0 -‘
T5=101 o0
0 0 -1

Vamos determinar a representacao matricial da tranformacao 7', definida acima, em relagao a base

Canonica.
5 -3 -3 —2  —6 -3
10 3 L0 0 T 7 > 7 F
Tl = N8, Mg = 0o 1 2|-|0o 1 o || & St|=| 3 =22
3 1 1 —3 —2 6
-3 -2 1 00 -1 7 1 - 7 7

N NN
— 1
8

1

-2 =6 =3

7 7 7
Portanto, T(x,y,z) = _76 % _72 Yy

-3 -2 6

E A z

(b) Como T'(v) =v,Yv €l e T(w) = —w,Yw || (3,2,1) podemos considerar v = {v1, v2,v3}, onde vy, v2 €
I, tal que {v1,v2} seja L.I.(linearmente independente) e v || (3,2,1). Em particular, poderfamos

tomar v = {(1,0,-3),(0,1,-2),(3,2,1)}.
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APENDICE I

TEOREMA DO NUCLEO E DA IMAGEM

Sejam E, F espagos vetoriais de dimensao finita. Para toda Transformagao linear T : E — F tem-se dim(FE) =

= dim(Nuc(T)) + dim(Im(T)).

Dem: Ver [1] ou [2].

Corolario: Sejam E, F' espacos vetoriais de mesma dimensao finita.

Uma transformagao linear 7' : E — F é injetiva se, e somente se, é sobrejetiva e portanto é um isomorfismo.

Dem: Ver [1] ou [2].

O COROLARIO ACIMA NAO NECESSARIAMENTE VALIDO NUM ESPACO VETORIAL
DE DIMENSAO INFINITA.

Vejamos os seguintes exemplos:

EXEMPLOS:

1. Seja T': R>*® — R, definida por:
T(z1,22,23, -+ ) = (0,21, 22,3, -+ ). T é um operador linear injetivo que nao é sobrejetivo, observe que as

sequiéncias (k,0,0,0,---) ¢ Im(T),Vk € (R — {0}).

2. Seja T : R* — R*°, definida por:
T(z1,22,23, ) = (w2, 3,24, --). T é um operador linear sobrejetivo que nao é injetivo, observe que

T(x1,0,0,0,---) =(0,0,0,0,---) e, portanto (z1,0,0,0,---) € Nuc(T),Vz; € R.

BIBLIOGRAFIA

1. HOFFMAN, Kenneth & KUNZE, Ray. Algebra Linear. Editora Poligono: Sao Paulo. 1971.

2. LIMA, Elon Lages. Algebra Linear. Colecao Matemdtica Universitaria. Rio de Janeiro: IMPA, 1996.
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APENDICE II
XV Seminario Estudantil de Pesquisa - V. 1 - UFBA - 1996.

C5-MATEMATICA
TITULO DO TRABALHO: ESPACOS VETORIAIS DE DIMENSAO INFINITA.

BOLSISTAS: Cldudia Ribeiro Santana - Matemética (PIBIC/CNPQ) / Maria Amélia de Pinho Barbosa
- Matemética (PIBIC/CNPQ).

ORIENTADORA: Ednalva Vergasta Andrade, Instituto de Matemaética, Dept® de Mateméatica da UFBA.

RESUMO DO TRABALHO:

Um dos objetivos do presente trabalho foi comparar espagos vetoriais de dimensao finita com os de dimensao
infinita, verificando que muitos resultados vélidos para dimensao finita nao sao véalidos se a dimensao for infinita.
Sabemos que nos espacos de dimensao finita todo operador linear possui um operador auto adjunto, todo operador
auto-adjunto possui uma base ortonormal formada por vetores caracteristicos, todo funcional linear é associado a
um vetor representante e que sendo W subespago, temos WL = W. Buscamos em espacos vetoriais de dimensao
infinita, contra-exemplos. Obtivemos exemplos de operadores sem adjunto, de um operador auto-adjunto sem
vetores caracteristicos, de um funcional linear sem representante e de um subespago W tal que Wit #W.
Estudamos também algumas caracteristicas e propriedades dos espacos de Hilbert e Banach, que sao espacgos
vetoriais de dimensdo infinita. Como exemplo de espaco de Hilbert, citaremos o [2, que é um espaco normado mu-
nido de um produto interno. Neste espago, foram estudados conceitos e resultados tais como a forma quadratica
associada a um produto interno, a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a lei do paralelogramo, a métrica de um
espaco normado, o Teorema de Jordan Von-Neumann e a existéncia de um isomorfismo entre o I e qualquer
espago de Hilbert de dimensao infinita que possui uma base ortonormal. Como exemplo de espago de Banach,
citaremos o espaco vetorial normado [P,;p > 1,p € N. Os elementos deste espago satisfazem algumas condigoes
tais como a desiguladade de Hoélder, que é a forma mais geral da desigualdade de Minkowski, que corresponde
a desigualdade triangular. Algumas caracteristicas basicas forma verificadas, com ser completo, ou seja, toda
sequiéncia de Cauchy neste espaco é convergente. Para p # 2 a lei do paralelogramo nao é satisfeita, e a norma
nao provém de um produto interno, portanto [P, p # 2 ndo é um espaco de Hilbert. E interessante observar que

todo espaco de Hilbert é um espaco de Banach.
PALAVRAS CHAVES: Contra-exemplos, Hilbert, Banach, normado, completo.

TITULO DO PROJETO DO(S)ORIENTADOR(ES): ESPACOS VETORIAIS DE DIMENSAO IN-
FINITA.
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