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Espacos Vetoriais

1. Seja S o conjunto das sequéncias de niumeros reais, i.e., o conjunto das fungoes u tais que
u:N— R

Usamos para sequéncias a notagao (uy, ), >1, que representa o conjunto ordenado {u1, ug, us, ...}. Alguns
exemplos de tais fungoes sao as sequéncias

1 11
— =41, -, -, ...
(n>n21 { 273’ } ’
((71)nn)n21 = {717 27 73347 757 } .

A seguir, encontre os primeiros 5 elementos das seguintes sequéncias:
(Un)n>1 = (sen((2n + 1)7/2))n>1
(Un)n>1 = ((_1)n+1/n2)n21
c. (un)nz>1 = ("/(n* +1))nx1
(un)n>1 a sequéncia definida como:
up =1, us =1, Upya = Upt1 + Un,
onde a, b sao numeros reais fixos. Esta sequéncia é conhecida como a sequéncia de Fibonacci.
a. Encontre os cinco primeiros elementos da sequéncia de Fibonacci.
b. Considere o conjunto R(a,b) definido como
R(a,b) = {(un)n>1: Unt2 = aUpt1 + buy}.

Observe que a sequéncia de Fibonacci estd contida no conjunto R(1,1). Mostre que, com as
operagoes usuais de R, o conjunto R(a,b) é um espago vetorial real.

3. Seja v um elemento nao nulo de um espago vetorial V' sobre R. Mostre a que a funcao t — tv é
injetora.



. Verifique em cada caso, se W é um subespaco vetorial de R?:

a. W={(a,b,c) eR?*: a=0}

b. W={(a,b,c) ER®: a+b+c>0}

c. W={(a,b,c) eR¥: c=3b—2a}

. Determine uma base para cada um dos seguintes subespacos de R3:
a. 3x —4y —2=0;

b. x =2ty = —t,z = 3t;

c.. x—y=0.

. Mostre que dois vetores u = (uy,us,u3) e v = (vi,v2,v3) em R? sdo linearmente independentes se, e
somente se, um dos trés determinantes abaixo é nao nulo:

Uy U2
V1 V2

Uy u3
U1 U3

Uz U3
(%) Vs

Transformacgoes Lineares

. Seja B € Myxn(R) uma matriz fixada. Definimos a fun¢do T'(A) := AB 4+ BA, onde A € M, x»(R).
Mostre que T' é uma transformagio linear em M, x,(R).

. Mostre que a funcao T : M, xn(R) — M, xm(R), definida por T(A) = A? é uma transformagao linear.
. Determine a forma geral das seguintes transformacoes lineares.

a. T(1,2) = (3,1,1) e T(1,1) = (1, —1,0).
b. T(1,1,1) = (2,—1,4), T(1,1,0) = 3,0,1 e T(1,0,0) = (—1,5,1).

. Sejam U e W subespagos de um espaco vetorial V. Considere a fungdo T : U x W — V, definida por
T(u,w) = v+ w. Mostre que

a. T é uma transformacao linear.
b. A imagem de T é o subespago U + W.
c. Ker T'={(u,—u); we UNW} éisomorfoa UNW.

. Determine a dimenséo do subespaco de R[z]3 (que é o conjunto dos polinémios com coeficientes reais,
que tem grau menor ou igual a 3, com as operagoes usuais de soma e produto), definido por

W = {peRzls: p(z)=az®+bz’+cx+d; p(—1) =0}.

. Encontre uma transformacao linear T : R® — R3 cujo nticleo seja gerado por (1,2,—1) e (—1,1,0).
. Encontre uma transformagao linear T : R® — R* cuja imagem seja gerada por (1,3, —1,2) e (1,0,1, —1).
. Seja T': R? — R? a transformacao linear dada por
T(z,y) = (z+ ky, —y).
Prove que T é 1 —1 e que T~! = T, para cada valor real de k.

. Dada a transformacao linear T'(z,y, z) = (az + by, cz,0) de R3 em R, mostre que T3 = 0.



10.

11.

12.

Dadas as bases
a=1{(1,1,1),(0,1,0),(0,1,1)} de R?, e

B= {(1’2)7 (Ov 1)} de R2,

ache a transformacéo linear T : R? — R? tal que
o 1 0 2
715 = < -1 -1 1 ) :

Seja T : R?2 — My »(R) a transformacio linear definida por

1 -2
o | -1 0

=192 1]
1 -1

onde a e 3 sdo as bases canodnicas de R? e Moy (R) respectivamente.

a. Determine os vetores v € R? tais que T'(v) = I.
b. Determine T'(3,—1).

Considere as matrizes

1 2 1 11
A=1 0 1 A B=]1 -1 0 0
1 -1 1 21

Determine os subespagos Ker T4, Im Tp e Im (Ts 0 T4).

Operadores Lineares

. Encontre a matriz na base canoénica para a composicao de uma rotacao de m/2 seguida de uma reflexao

em torno da reta y = =, em R2.

. Seja T : R — R? a projecao ortogonal sobre o plano xOy. Mostre que uma reta ortogonal ao plano

Oy é levada por T a um mesmo ponto deste plano.

Encontre trés matrizes semelhantes & matriz

Mostre que nao sao semelhantes as matrizes:

(5:)  ~ (70)



5.

10.
11.

12.

Sejam u = (ug,us) e v = (v1,v7) vetores em R2.

a. Mostre que

U, V) = —UIV1 + — UV
’ 911 l22

define um produto interno em R2.

b. Esboce o circulo unitério no sistema de coordenadas zy em R2, usando a distancia obtida a partir
do produto interno em a.

c. Esboce o circulo unitario no sistema de coordenadas xy em R2, usando a distancia obtida a partir
do produto interno usual.

Seja W o subespaco de R® gerado pelos vetores u = (1,2,3,—1,2) e v = (2,1,3,2, —1). Determine uma
base de W.

Seja W o plano com equacio cartesiana x — 2y — 3z — 1 = 0. Obtenha W=,

Considere R* com o produto interno usual. Use o processo de Gram-Schmidt para transformar a base
{v1,v2,v3,v4} em uma base ortogonal, onde

U1 = (0725 170)7 Vo = (17 _1727 _2)7 V3 = (172a07 _1>7 Vg = (170a0,1)

Seja W o subespaco de R* gerado pelos vetores

v1 = (1,1,1,1), vy = (1,—1,2,-2), v3 = (—1,-5,1, —7).
Ache a projegao ortogonal de v = (1,2,—3,4) em W.
Seja T': R — R3 dado por T'(z,y,2) = (2x + 2y, 3x — 42,y). Encontre T*(z, y, 2).
Dentre os seguintes operadores lineares, verificar quais sao ortogonais:

a. T:R? — R? T(x,y) = (—y, —x)
b. T:R® — R3, T(z,y,2) = (2,7, —y)
c. T:R3 — R3, T(z,y,2) = (v,ycosd + zsenl, —ysend + zcosh)

Construa uma matriz ortogonal A = (a;;) cuja primeira coluna seja a1y = 2/v/5, ag1 = —1//5.



