CEFET-BA

Centro Federal de Educagéo Tecnolégica da Bahia

NOTAS DE AULA

ALGEBRA VETORIAL E GEOMETRIA ANALITICA
RETAS E PLANOS

ERON E ISABEL

SALVADOR —BA
2007




EQUACOES DA RETA

EQUACAO VETORIAL DA RETA

DEF: Qualquer vetor ndo nulo paralelo a uma reta chsanator diretor dessa reta.
SejamV um vetor diretor de uma retae A um ponto de.

r

X

/'

AX=tv, tOR « |X=A+ty, tOR

-

\Y

Exemplos:

a) Uma equacao vetorial da reta que passa pelos pafn<2, 3) eB(4,-7,-6) é:
X=A+t AB= (X,V, 3= (-5, 2, 3) #(9,-9, -9), t OR
ou ainda (x,y,2=(5,2,3)#(1,-1,-1),tOR

b) As equacdes vetoriais dos eixos coordenados s&o
X =0 +ti, eixo das abscissas
X =0 +t ], eixo das ordenadas

X=0 +tE , eixo das cotas

INTERPRETACAO FiSICA DA EQUACAO VETORIAL

Podemos interpretar a equacZo= A+ tvcomo o movimento descrito por um ponto

sobre a reta, com velocidade constante (vetorial) iguagat indicando o tempo & a

posicdo no instante inicial= 0. Valores negativos deandicam o “passado” do movimento,
em relacdo ao instante inicial. A cada valortdemos uma posicdo bem determinada do
ponto mével e fazendopercorrer todo o conjunt®, a retar € percorrida integralmente pelo
ponto ¢ representa a trajetéria do movimento). Como hataaumovimentos retilineos
uniformes com a mesma trajetoria, fica facil enegndor que existem muitas equagdes

vetoriais para a mesma reta.
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EQUACOES PARAMETRICAS DA RETA

Seja(O, €, e, %) um sistema de coordenadas cartesianas no espaco.

Consideremos em relacao a este sistema:

X(X, ¥, 2 um ponto genéricdi(Xo, Yo, Zo) um ponto dado @ = (@, b, 9 um vetor diretor

da retar.
Escrevendo a equacéao vetorial da reta em coordgnaioiemos

(X, Y Z) = (Xo, Yo, ZO) +t (a1 b! O

ou seja,
X=X, +at
y=y,+bt , tOR
z=z,+ct

que € o sistema amjuacOes paramétricasla reta.

z

\', A=(x0,v0,z0)

Y

Reta (z,y, z)={ ratot, yotbt, 2otct)

Exemplo: As equacdes paramétricas do eixo cooradensdo

x=0+t[0 x=0
y=0+td =-:y=t,t0R
z=0+t[0 z=0

ALGEBRA VETORIAL E GEOMETRIA ANALITICA

ERON E ISABEL 2



EQUACOES DA RETA NA FORMA SIMETRICA

Se nenhuma das coordenadas do vetor diretor épundamos isolarno primeiro membro de
cada uma das equacdes paramétricas da reta e obter

X=% _ Y™ Y _27%
a b C

Exercicios:

1) Sejar areta determinada pelos ponkg$,0,1) eB(3,-2,3).
a) Obtenha equacdes d@as formas vetorial, paramétrica e simétrica.
b) Verifique se o pont®(-9,10,-9) pertence a reta
c) Obtenha dois vetores diretoresrdedois pontos de distintos deA e B.

2) Mostre que as equagﬁezé(s;l :1_Ty =z+1 descrevem uma reta, escrevendo-as de modo

que possam ser reconhecidas como equacdes na domégica. Exiba um ponto e um
vetor diretor da reta.

3) Escreva na forma simétrica a equacao de uma regianoyz

ALGEBRA VETORIAL E GEOMETRIA ANALITICA ERON E ISABEL 3



PLANOS

POSTULADOS:

* Por uma reta pode-se tracar uma infinidade de plano

* Por trés pontos néo alinhados passa um unico plano.

* Areta que passa por dois pontos distintos de amopgsta contida nesse plano.

» Toda reta pertencente a um plano divide-o em degias chamadas semi-planos.

DETERMINACAO:

* Por uma reta e um ponto ndo pertencente a retsa pas unico plano.
* Por duas retas paralelas (ndo coincidentes) passmico plano.

» Por duas retas concorrentes passa um unico plano.

* Por trés pontos néo alinhados passa um unico plano.

EQUACOES DO PLANO

DEF: Seu e v séo LI e paralelos a um planmng u e v séo ditos/etores diretoresle 7.

EQUACAO VETORIAL DO PLANO

Sejamﬁ e v vetores diretores de um plann A um ponto fixo dezze X um ponto genérico
de n.

E claro queﬁ, v e AX sao LD, pois sao coplanares.
Comou eV sdo LI, temosAX = X — A= Au+ v, ou seja,

X = A+ Au+uv, A,uld R

u

/'
J/’\Q
A X

Exemplo: Dada uma reta X = A +Av e um pontoPr, podemos determinar o plano
mX= A+/1\7+/Jﬁ3, A uOR
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EQUACOES PARAMETRICAS DO PLANO

Seja(o, El é é) um sistema de coordenadas cartesianas no espaco.

Consideremos em relacao a este sistema:
X (X, ¥, 2 um ponto generico,
A (Xo, Yo, Zo) um ponto dado,

u= (ai, o] q) ev= (az, bzicz)vetores diretores de um plamn
Escrevendo a equacéao vetorial do plano em coordsnatitemos

(X, yl Z) = (X0| yOu ZO) + A (al) bj_, Cl) +:u(a2’b2’02)

ou seja,
X=X, +Aa + 12,
y=Yo+tAb +bo, , A,u0OR
Z=17,+Ac + (K,

que € o sistema dmjuacdes paramétricaslo planor.

Exercicio: Sejar o plano que contém o ponto A(3, 7, 1) e é paralele (111) e v=(110).
a) Obtenha duas equacg0es vetoriaiz.de
b) Escreva equacdes paramétricaz.de
c) Verifigue se o ponto (1, 2, 2) pertence.a

d) Verifique se o vetow=(225) é paralelo a.

EQUACAO GERAL DO PLANO

Considerando qua, v e AX sdo LD, temos que
X=X Y=Y 2%
a b, c, |=0,istoé,

a, b, C,
b ¢ [Fcl 8 [~]61 bl‘
X— +ly-vy, +z- =0.
o)y 2ol 2 e-a)g? P
Sejam a= . Cl, _|a & e c= 3 b e a equacao acima podera ser reescrita
b, ¢ c, & a, b,
como:

al(x—x,)+bl(y-y,)+cl(z-2)=0
ax+by+ cz—(ax0 +by, +czo):O

ax+by+cz+d =0, onded =-(ax, +by, +cz)
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Exercicios:
1) Obtenha a equacéo geral do plaremn cada caso.
a) mcontém o pontd\(9,-1,0) e é paralelo aos vetones (111) e v=(010).
b) = contém os ponto&(1,0,1),B(-1,0,1) eC(2,1,2).
x=1+2A-3u
c) mtem equacOes paramétricag=1+A+ u
Z=-A-u

2) Obtenha equagfes paramétricas do ptano+2y-z-1=0.

INTERSECAO DE UM PLANO COM OS EIXOS COORDENADOS

Sejaa: ax+by+cz+d =0. O planoa intercepta:
= 0 eixo das abscissas no poA{®,0,0), determinado ao se substiir z= 0 na equacao
do plano;
= 0 eixo das ordenadas no poB(®,y,0), determinado fazendo= z= 0;
= 0 eixo das cotas no pon{0,02), determinado ao se substithir y = 0.

Exemplo: Determine os pontos de interse¢cdo do plandx+3y—-z-12=0 com 0S eix0s

coordenados. Faga os calculos e observe abaixaagein no sistema cartesiano.
ZA

w

<Y

4x+3y-z-12=0

-127C
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VETOR NORMAL A UM PLANO

« Se o plano é dado na forma vetoriak A+ Au+ uv, A,u0OR, o vetor normal é dado
por W=UuxVv.
* Se o0 plano é dado na forma geed+by+cz+d = , d@vetor 4, b, c) € chamado

vetor coeficiente do plana@. Se estas coordenadas estdo em relacdo a umasistem
ortogonal, 4, b, ¢) € um vetor normal ao plane.

—

w

T
|
N

v
X

CASOS PARTICULARES DA EQUACAO GERAL DO PLANO

A nulidade de um ou mais coeficientes na equacéa de plano fard com que este ocupe um
posicionamento particular em relacéo aos eixosder@dos.
Na equaca@x+by+cz+d = QOse:
1° caso:
d=0= ax+by+cz=0, comalblc# 0= o plano contém a origem.
2° caso:
a) a=0= by+cz+d =0, comblcld # 0= o plano € paralelo ao eixo das abscissas.
b) b=0= ax+cz+d =0, comalcld # 0= o plano é paralelo ao eixo das ordenadas.
c) ¢c=0= ax+by+d =0, comalbld# 0= o plano é paralelo ao eixo das cotas.
3° caso:
a) a=d=0= by+cz=0, comblc# 0= o plano contera o eixo das abscissas.
b) b=d=0= ax+cz=0, comalc# 0= o plano contera o eixo das ordenadas.
c) c=d=0= ax+by=0, comalb# 0= o plano contera o eixo das cotas.

<V

by+cz+d=0 7!: o
y+cz=

X
Plano paralelo ao eixa0 Plano que contem o eixx0
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4° caso:
a) a=b=0= cz+d =0, comcld # 0= o plano é paralelo ao plang.
b) a=c=0= by+d =0, combld # 0= o plano é paralelo ao plana.

c) b=c=0= ax+d =0, comald # 0= o plano € paralelo ao playa.

cz+d=0

<V

X

Exemplo:Indique o posicionamento de cada plano em relag&msgema cartesiano.
a) 3x+y—4z=0= plano que passa pela origem.
b) 2x+ 3z —3 = 0= plano paralelo ao eixoy0
c) 4x+ 3y = 0= plano que contem o eixa0
d) x— 3 = 0= plano paralelo ao plan@

OBS: NoR? a equacaoxX2+ 3y — 6 = 0 representa uma reta. Entretantddial equacao
representa um plano paralelo ao eixo@bserve a figura.

YA

r2x+3y—-6=0 al2X+3y—6=0

/
" 4
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POSICOES RELATIVAS ENTRE RETAS E PLANOS NO ESPACOR?

POSICOES RELATIVAS ENTRE RETAS

Sejamr esretas nd=e. Elas podem ser:

rms:{P}

concorrents=> :
casoparticular.r Os

e Coplanares=>
rns=®

paralelagr // s)= {
rns=r=s

rns=o
casoparticular.r Os

nao existe nenhum plano que contenha as duas
retas

* Reversas= {

CONDICAO PARA RETAS COPLANARES:

Sejamr: X = A+tl\7r es:X= B+t2\7, t,,t, R, duas retas ngé.

S

r essao coplanares- lvr V,, AB|=0

_ concorrengs(r ns=P) v, e v, sdolLl
Neste caso, ainda podemos ter: T
paralelagr//s) < v, e v, sdoLD

— — —

Sel|v,,v,,AB|# 0, temosr esretas reversas.
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CONDICAO DE ORTOGONALIDADE :

r esséo ortogonais-= v, W, =0

Se além dessa condicée s tém um ponto comum elas sdo chamamapendiculares

5 5
: rco T‘ rcao
oL . (=2
. . ps - —_— + —_ -
Exercicio: Verifique se as retas : > 2-¥-2°5 e s:—X—S:y+3=Z—6 sao
2 3 4 1 3

coplanares. Elas s&o concorrentes? Em caso afmondetermine o ponto de intersegéo.

POSICOES RELATIVAS ENTRE UMA RETA E UM PLANO

Sejamr uma reta & um plano. Temos:

rnm=ao
e rlln= _
rna=r,ousejgrismr

* rn&o é paralelaa=r n 7={P}

r
§

TLW /// 1‘*" ,

Sejamr: X = A+tv, e n:ax+by+cz+d =0, ondew=(a,b,c) & o vetor normal de.
e rllne \ZDTV:O
Se além dissd (ponto de’) também pertencem temosr L 7.
e Vv, W#0 = rn7={P}
vT e wsdolD - rOm
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Exercicio: Verifique ser: X = 23)+A@Q- 14)e n: X =(-4,-62)+ A (213)+ u (332)se
interceptam. Em caso afirmativo, obtenha a inte@&®c

POSICOES RELATIVAS ENTRE PLANOS

Sejamsz, e 7z, dois planos. Eles podem ser:

T =TT s NI, =T
. 771//772:>{1 2

mNni,=0

Sejam g :ax+by+cz+d, =0 e m,:a,x+b,y+c,z+d, =0 as equagdes gerais dos dois
planos em relago ao sistema de coorden@ias e, e).
L - a =1ta,
¢ mllm - w ew, sdo LD, ou sejaw, =tw,,t[IR < <b, =tb,
¢ =1¢,
Se além dissoR = (X,, Y,, Z,) U 71, 77,, temos:
d, =—(ax, +hy, +62) e d, =~{ax, +b,y, +¢,2))

ou seja,
dl = —(ta2x0 +tbzyo +tczzo) € dz = _(azxo +bzyo +szo)
entao,
d, = td,
a =ta,
=tb
* L=, - b =th, JtOR
C, =tc,
d, =td,
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+ Sew, ew, séo LI, temosz, n7m,=r.

. ~ Jaxtby+cz+d =0 . «
O sistema de equacdes define esta retae é chamadequacao da
a,x+b,y+c,z+d, =0

reta na forma plangrou aindaforma geral da reta
Notemos quev, =w, xw,
¢ mum - w,=0
Ex: Determine a intersecgéo dos plampg 7z7,. Quando se tratar de uma reta, descreva-a por
equacOes parameétricas.
a) ;- Xx+2y+3z-1=0em,:x-y+2z=0

b) 7, :x+y+2z-1=0 e, :2x+2y+2z-1=0
C) I, :Xx+y+z-1=0 e 7, :3x+3y+3z-3=0

ANGULOS

ANGULO ENTRE DUAS RETAS

Sejamr e s duas retasy, um vetor diretor de e v, um vetor diretor de. O angulo (ou

medida angular) entre as retag s € a medida angular entre os vetorese v, se esta

, Vg . . . — —
pertence ao mterval%o,i} (em radianos), e é a medida angular entre os &etwre —v,,

se esta pertence ao interv%%?,n]

Vr |SVS

B

VI'

Parad=(r,s),temoscosf =

Ex: Calcule o angulo entre as retasX =(119)+t(0-11) e s x—y + 3=z=4.
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ANGULO ENTRE RETA E PLANO

Sejamr uma reta & um plano. O angulo formado entrez € o complemento do angulo
entre as retases, sendcs uma reta qualquer perpendicular.a

Wy ﬂv/ H:I—ZT—¢, onde cosp =
¢/6 \ZEN
@ =arcsen—

Y/

—
T
r I:.:‘NIT

Vr IjVVIT

o,

J—

V

r

Ex: Obtenha o angulo em radianos entre a retX =(010)+t(-1-10) e o plano
n:y+z-10=0.

ANGULO ENTRE PLANOS

O angulo entre os planog e 77, € o angulo formado pelas suas respectivas retasars

Ex: Determine o angulo entre os plamgs2x-y-z+1=0 e 7, :3x-2y+1=0.
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DISTANCIAS

Consideremo O,E,},E) um sistema ortogonal.
DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

SejamA=(x,y,,z) e B=(x,,y,,2) dois pontos.
d(AB)=|AB =|(x, ~%, . ~y,2~ )

d(AB)=y/(x, -} +(y,- W) +(z. - 2)

DISTANCIA ENTRE UM PONTO E UM PLANO

Sejam 71:ax+by+cz+d = Oum plano, P(X, Y, %) um ponto no espago B'(X, ¥, )
um ponto der.
Temos qued(P,77)=d(P, A)= ‘?P‘

Sejar uma reta ortogonal ao plangassando pd?: 7nr :{A}.

AP = ProjPTD = ProijD = (P' = EVT,,°)EN,,°

‘AP‘ PP, °

(a,b,c)
= - X, — , — "z
‘(Xo % Yo~ Vi Z a)m
_|ax, —ax +by, —by, +cz,—cz|
_|ax, +by, +cz —(ax +by, +cz)

Ja?+b?+c?

ComoP’[ z, temosax +hy, +cz +d =0, ou sejad = —(ax1 +hy, + czi).
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Logo,
Ja4+b%+c%+d|
‘ Va2 +b? +¢? ‘

d(P, 7)

Exemplo: Determine a distancia entre o plan@x+2y+z-1= e @®pontoP (1,—1, 2)

DISTANCIA ENTRE UM PONTO E UMA RETA
Sejamr: X = A+t\7r,tD R uma reta dD(x), Yo 4,) um ponto no espaco.

P

Pl

dPr) =d(P,P") = ‘ﬁ‘ Y,
G .
Temossend =‘:- ,onded = (AP', AP).
A
Logo,
(AR sew
‘P = =‘A seng=_ 171
VI‘
APxV.

Ex: Determine a distancia entre o poR(8,2,1) e a reta : X =(10,-1) +t(121).
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APLICACOES

¢ Distancia entre dois planos paraleldéz, 73,) = d(P, , 7z,)

+  Distancia entre duas retas paraleid: s)=d(P,s)
* Distancia minima entre duas retas reversas:

sendar um plano que contéme s// 71, d(r,s)=d(P,, 77)

e P
1
1
' P
' \.\S
1
! 1
: !
: S |
] - Fe=-—a__
| [ e
' : P
1 \ Prd
1 \ //f
7l
X—2
) . A X=-1_y-2 —=Z
Ex: Determine a distancia minima entre as retasrsagr .T :—1 es:s 5
y:

z-1
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EXERCICIOS DE FIXAGAO

1. DadosA(1,2,3) ev =(3,2,]), escreva equacles da reta que corAéme paralela &,

nas formas vetorial, paramétrica e simétrica. Sdpajue o sistema de coordenadas seja
ortogonal, obtenha dois vetores diretores unitatessa reta.

2. Obtenha dois pontos e dois vetores diretores da det equacdes paramétricas
x=1-A
y=A ,A0R. Verifique se os pontoB(1,3,~3 e Q(-3,4,12 pertencem a reta.
z2=4+24

3. Obtenha equacgbes paramétricas da reta que conpémtan(l,4,—7) e é paralela a reta
x=200-A
de equacdes paramétricag = J3-31 AOR.
z=0

4. Escreva equacdes nas formas paramétricas e siasétir reta que contém o ponto

A(2,0,-3 e é paralela a reta descrita pelas equalzx =3—A§/ =%3.

5. SejamA(1 2,5eB(0,1,0). Determine o ponfda retaAB tal que‘ﬁ%‘ = 3‘?4

6. Sejam A(,11), B(0,0,1) er: X=(1,0,0+4(11). Determine os pontos de
equidistantes da eB.

7. Obtenha equacdes paramétricas do plano que confgontoA(1,1,2) e € paralelo ao
=1+ A+ 2u
planor:cy=2A+u
z=-/

8. Obtenha equacdes paramétricas e gerais dos plaoaenados.

9. Decomponha v=(1,2,4 como soma de um vetor paralelo a reta
Xx=1+A
r:X =(1,9,18 +A( 2,1,0 com outro paralelo ao plam:{ y =1+ u
Z=A-Uu
10. Obtenha uma equacéo geral do plamon cada caso:
a. mcontémA(1,1,0 eB(1,-1,-1) e é paralelo@=(2,1,0).
b. mcontémA(L,0,3), B(2,1 -1) eC(1,-1,0).
3

(
c. mcontémP(1,0,~ ])er
d. mcontémP(1-1) er:X =(0,2,2+A(11- )
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11. Dadas as equacdes paramétricas, obtenha uma eqeagbdo plano:

X=1+A-u X==2+A-u
a. y=2A+u b. <y=241+2u
z=3-Uu zZ=A+u

12. Dada uma equacao geral, obtenha equacgdes paraséniplano.
a. dx+2y—-z+5=0

b. 5x—-y-1=0
c. z—-3=0
d y-z—2=0
13. Determine a intersecéo da regtazz ==z contampx+ 2y+ z= 9= 0

14. Determine a equacao do plano que passa pelo pifib,-2) e € perpendicular a reta
rx=t@G -1 -3.

15. Obtenha a equacédo do plano que pass#&fig2,1) e cujo traco com o plazc= 0 € a

{y:3x+ 2
reta r:
z=0

X=t
16. Obtenha a equacéo do plano que passerpar {y =-t e € perpendicular ao pl:
z=2+t
n:x-2y+z-1=0.

x=z+1
17. Obtenha a equacéo do plano que passarptl : x=y=-2z e é paralelo a reﬁa{y_3z 5

18. Dado o triedro cujas arestas sao as retagy =z, —-x =y =zex = - 3y =2z, determine a
equacdao dos planos das faces.

19. Determine as equacdes da reta que passa pelo R(m;d,—]) e é perpendicular ao
plano X =A(2,1,-1)+ (329

20. Determine as equacbes da reta que passa pela origemparalela ao plano

3x—2y+ z- 2= 0 e intercepta a ret&—lz%2 =z

21. Dadaaretax_?’: y+1: 2-2
2 5 -1

com os planos coordenados.

, determine as coordenadas dos pontos de intetsecca

22. Determine as equacdes paramétricas da reta qua pets ponto P(l,—2,—]) e
x=z-1 {x: -2
e :

intercepta as retas reversas S: :
g {y:22—3 y=-z+1
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Determine as equacgOes paramétricas da reta pecplErdcomum as retas reversas

rx—lzy_1 Z
2 -1
sl=y=%
2 -2
Verifique se as retas3— 12/ ;56 =(,1p( , 21) 3 saplanares

Determine o ponto simétrico & , -2
a. emrelacdo areta— =ly=z
b. em relacdo ao planax2 y+ z— =1

Determine o lugar geomeétrico dos pontos médiossdgmentos que se apdiam nas retas
reversasr: X =(0,1,-0+A(10,) es X=(3-1,4+u(2,1- 3.

Determine o plano que passa pela rret 3 yT z e pelo ponto comum aos trés

X+y+2z+1=0
planos<3x—-y+ z-1=0

X—4y+2z+2=0
Dado um planozr X =( 0,00%A( 4, 4)tu(- -1 -2) 4 e aregue passa por A,
sendoA (0,0,0) e § 1,1}, determine a equagio do plano que passa pelo pod®a
retar intercepta o plans e € paralelo ao plang, : x—3=0.

Decomponha o vetov = (2,—1,3 em dois vetoresi e W, de modo quei seja paralelo
ao planor 2x- y+ z-3= 0 e W ortogonal ao planar.

Considerando os pontos(-1,-3,4), B(-2,1-4) eC( 3 11k, mostre que o tridngulo
ABC é isoOsceles.

Determine a distancia entre o poRte a reta nos seguintes casos.

x—1 z+2 2x-y+z=0

aP(1,2-1) er :——— = b)P(1,-1,0) er
)P ( ) 2 y 3 )P ) %3x+y—22+120

Determine a distancia entre o poRte o planosr nos seguintes casos :
a)P(2,1-3 em X=( 1,2 )xA( 32)2u( 109,
X=2A+u
b)P (0,0 1) er 3 y=-A-u
z=1-2u

Determine o lugar geométrico dos pontos equidissadbs dois planos dados:
7 2X—y+z-1=0
. X+y-z+2=0
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34. Determine o0 angulo entre as retas)%l: y=-z es:X= (1,0,0rx4 (2,1 1

35. Determine o0 angulo da retax =-y =z com o planorr: 2x—-y—- z—-1=0.

36. Determine o angulo entre os planog: X =(1,1,1)+A(2,1,3+u( & L} e
7, 2x—y—z=0.
37. Obtenha as equacdes da reta que passa pelo [R(rlt@,]) e intercepta a reta

A T .
t:x=y= z+1 formando um angulo d% radianos.

38. Pela retaPQ, P(1,-1,0), Q (0; 25 1, conduza o plano que faz um angulo éTe

radianos com o plang+2y-3z+ 2= 0.

39. Dado o tetraedro de vértice¥1,2,1), B(2,-1,1), C(0, -1, —1) eD(3,1,0), calcule a
medida da altura baixada do vértizeao plano da facaBC.

40. Do paralelepipedo dado a seguir sabe-se que:

I. O plano ABC:x+y-z+6=0 e a
reta DG: X =t(1,2,-3 tOR.

i. O plano ABF é perpendicular ao
plano ABC e F(0,2,0). LD C

Determine:
a. As equacOes simétricas da reta AF.
b. As equacbes paramétricas do plano ABF.
c. As coordenadas do ponto D.
d. A equacéo geral do plano EFG.

Respostas
xmird 1 2 3 2 1
Xx-1_vy- _

1. X=(1,2,3) +t (3,2, 30R, yy=2+2t , ——=2-"=2-3, V=4 —
(233t G200k 1y 3 2 =T

z=3+t

2. A=(1,0,4,B=(0,1,6),0=(-112 ev=(2,-2-4.POreQ0r.
x=1—1 Xx=2-51 ,

3. r:sy=4-31 A0OR 4.r: y=ﬂ/] AOR ex_ :1:Z+3
__7 3 _15 4 18
z= z=-3+61

X=1+A+2u

5. P:(§,§,1—5j ouP:(g,z,Ej 6.P=(1,0,0 7.a:{y=1+22+yu, Au0OR.

2'2° 2 44" 4 o
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X=A xX=A x=0
8. PlanoxOy: z=0esy=u. Planox0Ozy=0esy=0 . Planoy0z x=0e y=A1
z=0 Z=U z=u
9. (L,2,4)=(-10-50+( 11,7}
10.a)x-2y+4z+1=(0; b)3x—-y+ z-4=0;c) 3x-2y-3=0; d)x+z-2=0
11.a) 2x-y-3z+7=0; b) y-2z=0

X=A X=A X=A X=A
12.2)\y=4 ; b){y=51-1; ¢ y=u; d)jy=u ,AHOR
z=5+41+2u Z=Uu z=3 z=-2+u

13.P=(6,2,-1). 14.7m:3x-y-3z-8=0 15./m7:3x~y~-3z+2=0 16.7:x~-2z+2=0
17. m:2x-y+z=0 18.73:x+4y-3z=0, 1,:5x+9y—-4z=0, m,: 7x+6y—-10z= C

19. X =(21-9)+t(7-13) 20.X =t(9,17,7) .
21.=(7,9,0,P, = (17,0,_9j ep,= (0_1_7_7j
5 5 2 2
Xx=1-t X=t
22.ly=-2+t  23]y=0  24.Nao 25.a'=(2-2°|:pp=[L 2 1
3" 33 33 3
z=-1+2t z=t
x=3444
S TH
26. O lugar geométrico € o plano de equagggsyzg AR
3.4 3
= 4+ -
2 2

27.m:16x-5y- 38~ 47= (. 28.0:4x+3=0 29.\7:[—

30. d(AB)=d( AQ=9ed(B C)=5/10. 31a)\/7 b) > c{f
oo (1A y+{ Y | 5 )=

2
32. a)\/g b) —— 33. Os plano
V2L piler 2o (V- (- H (x4
34. a =0.r /[ scoincidentes. 3':'¢m'=arcsen\/—E 360 = arccos—'210
37. r:x= (10:I)+t( V2 3-V2 - 3_*/_2J X =(1,01)+ (‘/_ 3+‘/_2,‘/_2 3]
3 3 3 3
38. 7m:2x-3y+z-5=0, 7, :3x- y- 22 4 (
g9, 819
19
X=A+u
40. a)AF:x:y%ZZ—Zs b) ABF: ly=2+24+u  c)D(-1-2,9
z=-31-u

d)EFG:x+y—-2z-2=C
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