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NOTA PREVIA

As breves notas que se seguem destinam-se a constituir uma introdugéo bastante sucinta
de algumas estruturas algébricas abstractas. Os exemplos escolhidos baseiam-se,
essencialmente, nos conjuntos dos numeros mais conhecidos equipados com as
respectivas operacgdes usuais.

naturais - N = {12345}

inteiros - Z = {+,-3-2-10123 -}

racionais - Q { =p|pqu q;tO}
numeros —

reais - R

complexos — C = R®RIi

quaternictes —» H = Ce®Cj

octonibes — O = H®H/(

Apesar de, do ponto de vista historico, ter causado alguma dificuldade «psicolégica» a
aceitacdo pelo mainstream quer dos nimeros negativos quer dos nimeros complexos, é
talvez a definicdo dos numeros reais que deve causar maior cuidado e reflexdo. Sobre
este assunto recomenda-se a leitura de:

John Stillwell, Roads to Infinity — The Mathematics of Truth and Proof. Natick,
Massachusetts: A K Peters, 2010.

Uma forma, hoje quase universalmente aceite, de introduzir os nimeros reais deve-se
ao matematico alemao Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916). Veja-se, a este
proposito:

Michael Spivak, Calculus. Cambridge: Cambridge University Press, 3rd ed., 1994,
pp. 578-596 (Chapters 29-30).

Sobre os numeros (em geral) e sobre os complexos, 0s quaternides e 0s octonides (em
particular), consulte-se a excelente obra:

H.-D. Ebbinghaus et al., Numbers. New York: Springer-Verlag, 1991.

Uma referéncia importante para o estudo das estruturas algébricas em algebra abstracta
é o livro:

Rui Loja Fernandes e Manuel Ricou, Introducdo & Algebra. Lisboa: IST Press (Vol.
15), 2004.

A construcdo de Cayley-Dixon, segundo a qual se tem
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C=R®Ri
H=C®Cj
O=H®H/(

pode ser consultada em:

Pertti Lounesto, Clifford Algebras and Spinors. Cambridge: Cambridge University
Press, 2nd ed., 2001, p. 302 (Chapter 23).

Uma optima referéncia sobre octonifes € a seguinte

http://math.ucr.edu/home/baez/octonions/:

John C. Baez, “The octonions,” Bull. Amer. Math. Soc., Vol. 39, pp. 145-205, 2002.

Finalmente, para 0s mais exigentes em termos de algebra, recomendam-se 0s seguintes
livros:

NIVEL ELEMENTAR

David S. Dummit and Richard M. Foote, Abstract Algebra. Hoboken, NJ: Wiley,
3rd ed., 2004.

Serge Lang, Undergraduate Algebra. New York: Springer, 3rd ed., 2005.

Garrett Birkhoff and Saunders Mac Lane, A Survey of Modern Algebra. Wellesley,
Massachusetts: A. K. Peters, 4th ed., 1997.

NiVEL AVANCADO

B

Saunders Mac Lane and Garrett Birkhoff, Algebra. Providence, Rhode Island: AMS
Chelsea Publishing, 3rd ed., 1999.

Roger Godement, Cours d’Algebre. Paris: Hermann, 1996.

N. Bourbaki, Elements of Mathematics: Algebra I, Chapters 1-3. Berlin: Springer-
Verlag, 1989.

Thomas W. Hungeford, Algebra. New York: Springer, 1974.

Serge Lang, Algebra. New York: Springer, Revised Third Edition, 2002.

Derek J. S. Robinson, A Course in the Theory of Groups. New York: Springer, 2nd
ed., 1996.

Joseph J. Rotman, An Introduction to the Theory of Groups. New York: Springer,
4th ed., 1995.
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Para os interessados na histdria do conceito de grupo, recomenda-se:

Hans Wussing, The Genesis of the Abstract Group Concept: A Contribution to the
History of the Origin of Abstract Group Concept. Mineola, New York: Dover, 2007
(1984).
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Estruturas Algébricas

Seja X um conjunto ndo-vazio, i.e., X #&. Uma operagdo binaria em X € uma

aplicacdo u: X x X — X . Uma estrutura algébrica abstracta ndo é mais do que o par
(X,o) em que o simbolo “-” é usado para representar a operacao binaria, i.e., tem-se

1(x,y)=xoy. Escreve-se, entéo,
HiXXX > X (X Y)P Xy,

O conjunto X é designado por suporte da estrutura abstracta (X ,o) :

DEFINICAO 1

Chama-se MAGMA ao conjunto X equipado com uma operacdo binaria. Portanto, o par

(X, ) ou (X,e) éum magma.

Frequentemente indica-se a operacdo binaria por simples justaposicdo, i.e., escreve-se
Xy em vez de ,u(X, y). S6 se utiliza o simbolo “+” para indicar a operagdo binaria
quando esta é comutativa, i.e., quando y(X, y) :u(y, x). Diz-se, neste caso, que se usa

a notacdo aditiva. Em todos os outros casos a notac¢do diz-se multiplicativa. O uso dos

parénteses segue a convencdo habitual, i.e.,

xo(yoz)=u(xu(y2))
(xey)oz=p(u(xy).2)
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que sdo, em geral, resultados diferentes (i.e., no caso geral ndo se admite a
associatividade).

DEFINICAO 2

Chama-se SEMIGRUPO a todo 0 magma associativo, i.e., em que a operacdo binéria é

associativa: xo(yez)=(xoy)ez.

Note-se, e.g., que 0 magma (@, ) ndo constitui um semigrupo ja que, em geral, a

multiplicagdo ndo é associativa. Tendo em consideragdo o comportamento dos inteiros O
e 1, respectivamente em relacdo a adicdo e ao produto usuais, define-se o elemento

neutro em abstracto.

DEFINICAO 3

Seja o uma operacgdo binaria no suporte X . Ao elemento e X tal que Xce=eox=X

para qualquer x € X , da-se 0 nome de ELEMENTO NEUTRO da operacao binaria.

Frequentemente ao elemento neutro chama-se “zero” (utilizando-se o simbolo “0”)
quando se usa a notagdo aditiva e “um” ou “identidade” (utilizando-se o simbolo “1”)
quando se usa a notacdo multiplicativa. Facilmente se demonstra que o elemento neutro

é Unico.

DEFINICAO 4

O elemento x e X diz-se INVERTIVEL Sse (abreviatura de «se e s se») existe y e X tal

que xoy=yox=e. Neste caso, y diz-se INVERSO de X.
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Pode facilmente demonstrar-se que, num semigrupo, se x e X tem inverso a direita y,
e inverso a esquerda z, entdo y=z e x € invertivel. Com efeito, tem-se

sucessivamente

Xoy=e = zo(xoy)=z  (porquezoe=z),
= (zox)oy=z  (porque a operacdo é associativa),
= eoy=12 (porque zox =e),
= y=12 (porque eoy =y).

Na notagdo aditiva é frequente chamar “simétrico” ao inverso y de x e X , sendo entdo
representado por y =—x. Na notacdo multiplicativa, porém, se y é o inverso de x e X

escreve-se y=x"'.

DEFINICAO 5

Chama-se MONOIDE a um semigrupo em que a operacao binaria tem identidade (ou

elemento neutro) no suporte.

Note-se, a titulo de exemplo, que 0 semigrupo (N,+) ndo € um mondide ja que O ¢ N.

Facilmente se verifica que, num monoide, o inverso de um elemento invertivel é Gnico e

pertence, também, ao suporte. Representa-se por X o0 conjunto dos elementos

invertiveis do mondide (X,o). Assim, e.g., tem-se Z*={-1,1} em relagdo ao montide

(Z,-). Ja, por outro lado, Z* =7 em relagdo ao mondide (Z,+). Note-se, ainda, que —

em relacdo ao mondide (Q,-) — se tem Q*=Q\{0}. Facilmente se demonstra que,
-1

num mondide (X,°), se x,ye X sdo invertiveis, entdo (xy) =y'x™". Com efeito,

tem-se sucessivamente (e =1)

(xy) (v =(x(yy ™)),
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Estamos, agora, em condi¢cbes de definir o conceito fundamental das estruturas
algébricas — o conceito de grupo.

DEFINICAO 6

Um GRUPO (G,°) é um mondide (G, ) em que todos os elementos séo invertiveis. Em

particular, um grupo diz-se ABELIANO quando a respectiva operacdo binaria for

comutativa.

O mondide (RR,-) ndo constitui um grupo j& que o niimero 0 ndo é invertivel. Ja o
mondide (C,+) é um grupo: todos os elementos tém simétrico. O mondide (I, -) ndo é
um grupo, mas 0 mondide (]HI ) ja constitui um grupo — apesar de ndo ser um grupo

abeliano (recorda-se aqui que, e.g., ij =—]ji). Tem-se, portanto, a seguinte sucessdo de

estruturas algébricas (do geral para o particular, em sentido crescente no que respeita a

riqueza da estrutura).

@

O conceito de grupo permite a formulacdo de uma estrutura mais rica — a estrutura de

anel.
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DEFINICAO 7

Um ANEL € um terno ordenado (A,+,-) em que: (i) o par (A,+) é um grupo abeliano;
(ii) o par (A, -) é um semigrupo; (iii) a multiplicag&o é distributiva em relacéo a adicéo.
No caso particular em que 0 semigrupo (A, ) constitui um mondide, o anel diz-se um

ANEL UNITARIO. Quando a multiplicacdo é comutativa o anel diz-se um ANEL ABELIANO.

Note-se que, na definicdo de anel, 0 magma (A, ) ¢ apenas um semigrupo — nado
constitui, necessariamente, um mondide. Assim, o conjunto dos nimeros naturais N

ndo constitui um anel: o semigrupo (N,+) ndo € um monoide porque O ¢ N e, portanto,
muito menos um grupo. Mesmo o conjunto N, =NU{O} ndo constitui um anel: o
mondide (NO,+) ndo € um grupo: qualquer n>1 ndo é invertivel pois ndo possui
simetrico. Os octonibes © ndo constituem um anel j& que 0 magma (@, ) ndo € um
semigrupo (a multiplicacdo ndo é associativa). Sdo aneéis: Z, Q, R, C e H. Num anel

unitario A designa-se por A* o conjunto dos elementos invertiveis do monoide (A, )

Prova-se a seguinte proposicao: se A é um anel unitario, entdo (AX, ) € um grupo.

DEFINICAO 8

Um anel unitario A diz-se um ANEL DE DIVISAO quando se tiver A*=A\{0}, i.e,

quando todos os elementos ndo-nulos forem invertiveis. Chama-se CORPO a um anel de

divisao abeliano.

Assim, o anel Z ndo é um anel de divisdo: os elementos ndo-nulos ndo sdo invertiveis

em relacdo a multiplicagdo. Os aneis Q, R, C e H sdo anéis de divisdo. O anel de
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divisdo dos quaternides de Hamilton H ndo é um corpo ja que a respectiva

multiplicacdo ndo é comutativa. S&o corpos: Q, R e C.

ANEIS DEAD|V|SAO
Nc |ZcQcRcCcH | cO

CORPOS

ANEIS

Definigdo 9

O anel A verifica a LEI DO CORTE para 0 produto se

Va,b,ceA, [c;to e (ac=bc ou ca:cb)] = a=bh.

Um DOMINIO INTEGRAL é um anel unitério abeliano A # {0} no qual a lei do corte para

0 produto é valida.

O anel Z é um exemplo de um dominio integral. Outros dominios integrais sdo: Q, R

e C. O anel de divisdo dos quaternides de Hamilton H ndo constitui um dominio

integral: ndo é, sequer, um anel abeliano.
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Z

Anéis de
Divisao

Dominios
Integrais

Quando se passa da Algebra Geral para a Algebra Linear, novas estruturas ganham
importancia — nomeadamente, a de MODULO SOBRE UM ANEL € a de ESPACO VECTORIAL

SOBRE UM CORPO. N&o se abordam, aqui, estes novos conceitos.
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O corpo dos complexos

Assim como 0s numeros irracionais nasceram da necessidade de encontrar uma solucao
para a equacdo x* =2, 0s nilmeros imaginarios nasceram da necessidade de encontrar
uma solucdo para a equacdo x* =—1. No entanto, do ponto de vista historico, ndo foi a
solucdo das equagBes quadraticas da forma x*+ px+q=0 que conseguiu trazer 0s

numeros complexos até a ribalta; esse papel ficou reservado para a equacéo cubica
x>+ px+q=0.

A solucdo das equacOes quadraticas resulta, naturalmente, de completar o quadrado:

2 2 2 2
2 =0 2 B — E _ E — E —
X"+ pX+(q — X +px+(2j (2) q — (X-i—z > g

tendo-se
(x=%)(X=%)=0 — X" —(X+X)X+XX, =0

‘Xﬁxf—p,
X X, =0

Naturalmente que, quando o discriminante A:(p/Z)2 —(Q € negativo, as solucdes sdo

complexas conjugadas da forma x,=axif com a=—p/2 e ﬂ:,/q—(p/Z)Z.

Porém, todas as solucdes reais nascem de manipulagcdes com nimeros reais: € 0 caso em

que se tem A >0 (estamos sempre a admitir que p,qeR).
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As equacdes cubicas vieram alterar esta situacdo. Comecemos por considerar a equacdo
X+ px+q=0.
Notando que se tem
(u +v)3 =u’+3u’v+3uv’+v’ =3uv(u +v)+(u3 +v3)
fagamos, entéo,
X=U+V
3uv=—p - xX’=-px-q.

uw+vi=—q

A determinagéo das incognitas (u3, v3) deve, portanto, satisfazer o sistema

de forma que uma solucdo x da equacdo cubica original sera

s ER OEOR R 0RO

Por exemplo: uma solugdo da equacdo x*+x—6=0 €, de acordo com esta formula,

X=33+E"ﬂ+33_2 6—1z1.6344.
3\ 3 3\ 3

No caso geral da equacéo cubica
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x}+ax*+bx+c=0

é possivel a redugio ao caso x*+ px+q=0 uma vez que

s ) a)Y a2 a° a)’ a’ al 2 ,
XCraxi=|X+—| ——X——=| X+= | ——| x+= |[+—2a°.
3 3 27 3 3 3) 27

Logo, introduzindo a mudanca de variavel

y—x+E
3

a identidade
X*+ax’+bx+c=y’+py+q

é valida desde que

(y—gj3+a(y—ﬂ)2+b(y—ﬂ)+c— Yy +py+q
3 3 3

1.,
=—=a+Dh,
P 3
q:£a3—1ab+c.
27 3

Por exemplo: a equagdo x> —3x*—-3x—-1=0 reduz-sea y>—6y—6=0 coma mudanca
de varidvel x=y+1 pelo que a solucdo procurada é y=3 2+$/Z, ie.,

Xx=1+3 2+$/4. No entanto, a formula resolvente da equacdo cubica levantou um

problema — o chamado casus irreducibilis: é possivel existir uma solucdo real conhecida
que, no entanto, ndo se pode obter pela formula resolvente — a ndo ser que se reconheca

a existéncia dos nimeros complexos. Consideremos, de facto, a equacéao
x*-15x—-4=0

que, como é O6bvio, admite a solucdo real x=4. No entanto, usando a formula

resolvente, chega-se a solugédo
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x =3 24+—121 +§ 2— 121 = 3 21141+ 2-11J~1 .

Neste caso era evidente que, se se considerar que

(2+ﬁ)g _84+12J1-6-1=2+11J71,
(2-1) =8-12V 16+ 1=2-111,

entdo a solucdo dada pela formula corresponde, efectivamente, a
x:(2+ﬂ)+<2—ﬁ):4.

Estava, assim, aberto o caminho que levaria ao reconhecimento dos nimeros complexos

—algo que a resolucdo da equacgdo quadratica ndo tinha conseguido.

No entanto, abrir caminho para 0s nimeros complexos ndo € o0 mesmo que reconhecer,
sem quaisquer problemas, a sua existéncia e a sua logica interna inescapavel. A férmula
resolvente da equacdo cubica aparece, pela primeira vez, no livro intitulado Ars Magna
da autoria de Cardan (ou Girolamo Cardano) e que foi publicado em 1545 (primeira
edicdo). Neste livro Cardan atribui a descoberta desta formula resolvente a Scipione del
Ferro e a Niccolo Fontana (ou Tartaglia). Pensa-se que Tartaglia a tenha descoberto em
13 de Fevereiro de 1535 e que, antes dessa data, ja del Ferro a tenha comunicado ao seu

aluno Antonio Fior. Mas foi Rafael Bombelli que, em livro publicado em 1572 (ano da
sua morte), soluciona o casus irreducibilis associado & equacdo x* =15x+4. Porém, o

significado dos nimeros complexos teria de esperar pelo ano de 1797 em que Caspar
Wessel se aventurou numa primeira definicdo (embora de significado ainda duvidoso).
Apesar dos trabalhos de Euler e de Gauss com numeros complexos, a definicdo
definitiva e rigorosa teria de esperar por Sir William Rowan Hamilton que, em 1837,

definiu um ndmero complexo z=x+iy (com X, yeR) como sendo um par ordenado
(x, y)e]Rz. A correspondéncia entre Gauss e Wolfgang Bolyai revela, todavia, que

uma tal definicdo ja tinha ocorrido ao préprio Gauss em 1831. Esta definicdo (hoje
trivial) de um nimero complexo como um par ordenado de nimeros reais estabelece o
conjunto dos nimeros complexos, dotado das duas operac@es ordinarias de adi¢do e de

multiplicacdo, como sendo um corpo (em inglés: field). Note-se, a proposito, que a
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formalizacdo axiomatica dos conceitos de anel e de corpo foi desenvolvida, em 1871,
por Richard Dedekind.

Em termos de pares ordenados de nimeros reais, um nimero complexo é entdo o par

(a,b) e R* em que a adicdo e a multiplicacéo so tais que

+

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)
(a,b)x(c,d)=(ac—bd,bc+ad)

de forma que —(a,b)=(-a,~b), a=(a,0)eR, i=+/-1=(0,1)eC\R. A definicio

de multiplicacdo garante, nomeadamente, que i’ =(0, 1)2 =(0,1)x(0,1)=(-1,0)=-1.

Além disso, tem-se

-1 a b
(a’b) _(a2+b2’_a2+b2j

desde que (a,b)=(0,0). Assim, com efeito, facilmente se verifica que

(a,b)x(a,b) " =(ab) " x(a,b)=(10)=1.

A notacao z :(x, y)e(C é, apesar de tudo, pouco frequente; a mais usada é, como é

sabido, a escrita z=x+1iYy. Note-se que, tradicionalmente, se costumava usar em
engenharia electrotécnica a letra j em vez de i, de forma a reservar a letra i para
corrente eléctrica. Tal tradi¢do, porém, parece — nos dias de hoje — uma inversdo de

valores: mesmo para a engenharia electrotécnica a definicao i=J-1 ¢ sem qualquer
duvida, mais importante do que a definicdo de corrente. Basta referir, e.g., que o
conceito de corrente é relativo: s6 faz sentido, em total rigor, o conceito de corrente em
regime estacionario, i.e., quando a lei dos nds de Kirchhoff é valida (ou, de forma
equivalente, quando a equacdo de Maxwell-Ampére se pode reduzir a lei de Ampeére,

assim ignorando a existéncia da corrente de deslocamento).
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A importancia préatica dos nimeros complexos esté associada ao teorema fundamental
da &lgebra que Carl Friedrich Gauss provou em 1799 na sua tese de doutoramento: um
polinbmio com coeficientes em C e cujo grau seja pelo menos um tem, no minimo,
uma raiz complexa. Daqui decorre, nomeadamente, que uma equacdo polinomial de

coeficientes complexos possui um nimero de solucdes que é igual a sua ordem.
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