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2.2
' 2.1 - Espacos Vetoriais \

_> Dizemos que um conjunto V', nao vazio, ¢ um
espaco vetorial (sobre R) se, e somente se:

I) Existe uma adicao:
(u,v) — u+v € V com as seguintes
propriedades.

a)u+v=v+u, Yu,v € V (comutativa)

b)u+ (v+w)=((u+v)+w, Vvuov,iwe V
(associativa)

ceder]j



2.3

' 2.1 - Espacos Vetoriais \

c) Existe um elemento neutro 0 € V' tal que:
u+0=u VuevVv

d) Para todo elemento u € V', existe o
oposto(simétrico) (—u) € V tal que:
u+(—u)=0
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' 2.1 - Espacos Vetoriais \

II) Esta definida uma multiplicacao de:

RxVi=V
(a, 1) — au

satisfazendo as seguintes condicoes:
a) a(fu) = (af)u
b) (@ + F)u = au + fu
c) a(u+v)=au+av
d) lu=u
Para Yu,v e V e Va, 3 € R.
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' 2.1 - Espacos Vetoriais \

G> Observacio:

1) Os elementos do espaco vetorial V sdo
chamados vetores.

2) Se na definicao, tomarmos como escalares

o conjunto C dos nimeros complexos, V
seria um espaco vetorial complexo.
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' 2.1 - Espacos Vetoriais \

i> Exemplos de Espacos Vetoriais

= Exemplo 1: V =R* = {(z,y)|z,y € R} é um
espaco vetorial com as operacoes de adicao e
multiplicacao por um nimero real assim
definidas:

(1, 91) + (T2, y2) = (T1 + T2, Y1 + ¥o2)
oz, y1) = (axy, ayy)

Para verificar os oito axiomas do espaco
vetorial, considere u = (x1,¥y1), v = (22,2) €

w = (x3,y3). Tem-se:
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2.7

' 2.1 - Espacos Vetoriais \

I) Propriedades da Adicao

a) (Comutativa da Adicao)
u+v = (1, 51)+ (T2, ¥2) = (T1+22, Y1 +y2) =
(2 + 21,52+ 1) = (22, 92) + (21, 11) = v+u

b) (Associativa da Adicao)
ut (v+w) = (z,y1) + ((x2,y2) + (3,y3)) =
= (z1,01) + (T2 + 23,92 + ¥3) =
(21 + 2o + 23,91 + Y2 + y3) =
(1 + 22) + 23, (Y1 + y2) + y3) =
=(u+v)+w
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' 2.1 - Espacos Vetoriais \

I) Propriedades da Adicéo

¢) (Elemento Neutro)
30 = (0,0) € R%, Vu = (21, 11) € R? tal que:
u+0=(xy,y1) +(0,0) = (x; +0,y, +0) =
= (z1,11) = u

d) (Elemento Simétrico)
Vu = (z1,y) € R*,3(—u) = (—x1,—1y) € R?
tal que:
u+(—u) = (z,y1) + (=21, —%) =
(1 = z1, 51 — 1) = (0,0)
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' 2.1 - Espacos Vetoriais \

2.9

IT) Propriedades da Multiplicacido por um escalar

a) a(fu) = a(B(z1,y1)) = aBxy, fyy) =
= (afzy, afy) = af(x,y1) = (af)u

b) (a+ B)u = (a+ B)(x1,y1) =
= ((a + B)zy, (a+ B)y) =
(axy + Bzi,ayr + Byi) =
(axy, ayy) + (Brxy, By1) = au + Fu

|
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' 2.1 - Espacos Vetoriais \

IT) Propriedades da Multiplicacido por um escalar

c) a(u+v) = f?r?((l‘l- Hl) + (-’172-3,’2)} —
= a(r1 + T2, + Y2) =
(a1 + 22), Yy +42)) =
= (ﬂ*ll —i—ﬂi"g ¥ +ﬁfj‘g) —
= (axy, o) + (axs + ays) = au+ av

d)lu=1(z1, ;1) =1 -21,1-y1) = (z1,51) =u

Assim V = R? é um espaco vetorial.
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2.1 - Espacos Vetoriais

= Exemplo 2: Os conjuntos R* R?*, ... R" sao
espacos vetoriais com operacoes de adicao e
multiplicacao por escalar usuais. O conjunto R
tambeém ¢ um espaco vetorial pois satistaz todas
as propriedades de um espaco vetorial. Os
vetores, neste caso. sao numeros reais.
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' 2.1 - Espacos Vetoriais \

= Exemplo 3: O espaco vetorial das matrizes
Sabemos que se u € R" entao u = (21,22, ...,Tn).
O vetor u também pode ser denotado na forma de
matriz (matriz-coluna n x 1):

L1
L9

L
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2.1 - Espacos Vetoriais

E facil ver que u + v e au na notacao matricial sao
vetores, ou seja:

I Y1 Iy =+

Io s Iy T Y2
u+v= * -+ . 5

L ] Yn Ln s Un

1 (Y.

L9 (¥

au = o : -

- - - - ceder]j
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' 2.1 - Espacos Vetoriais \

Representa-se por M,,«,(R) o conjunto das matrizes
reais de ordem m x n.
Seja A € M,,n(R) entdao A é representada por:

yy 12 -+ Qin
(g1 U22 Aon
A =
3 U1 Om2 Umn J s
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A+B =

2.15

' 2.1 - Espacos Vetoriais \

Dadas duas matrizes A e B € M,,,,(R) entao a
adicao e multiplicacao por um escalar sao dadas por:

11 U12
21 d22

(1 A2

ay + b ap+ bip
a1 +bay @z + bao

lyn1 + hm[ A2 5 bm‘i

(ln

thon

f}.?””_

b!l
o

'hm 1

(1n =t ll']'11'1
(op 7 '1}2?:.

H"I‘ T _E_ b'ﬁ’l .

e

f*m i 51;1
'E"E'.E b b}?.n
bmﬂ e bnm

€ M X7 ( R )
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' 2.1 - Espacos Vetoriais \

a A

SLINE
(X191
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(¥l
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g2
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2.16

Seguindo o mesmo raciocinio, prova-se que M, ., (R)
¢ um espaco vetorial. Note que o vetor nulo e o vetor
unidade sao dados por:

0
()

()

0
()

0
0

0

1 0
0 1
0 0
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' 2.1 - Espacos Vetoriais \

= Exemplo 4: Polinomios
P, = ap+ a1z + asz® + .

ot axt,a; €R

(conjunto dos polinomios de grau < n)

P,, é um espaco vetorial,
usuais. Sejam

em relacao as operacoes

P,(x) = ag+ ayx + apx®* + ... + aa"

Qn(x) = by + by -

- boz? 4+ ... + b,z
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' 2.1 - Espacos Vetoriais \

Entao:
P”(;I-') g Qﬂ (_117) 115 (fl[] e bu) + ({h I ht);fl+
(s + bo)xz* + ...+ (an + b,)x" € P,

aP,(z) = agy + aayx + aasz® + ... + aa,x™ € P,

O vetor nulo é dado por:
0 =040z +0s* +... +0z"

Dessa forma é facil provar que:
P,(r) +0 = P,(z)

1 - R:-.(if) = Ri(iﬂ) CEdEl‘j
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' 2.1 - Espacos Vetoriais \

= Exemplo 5: (Exemplo de conjunto que nao é um
espaco vetorial)
Seja R* = {(a,b)|a,b € R}.
Definimos as seguintes operacoes:

(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d)
a® (a,b) = (aa,b)
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' 2.1 - Espacos Vetoriais \

Note que a seguinte propriedade nao ¢ satisfeita:

b) (a+3)ou=(a+8)© (a,b) =
((a+ B)a,b) = (a + Ba,b)

Por outro lado:

cu+Fou=a@ (a,b)+ 3 (a,b)
= (fm, b) + (,L:?a., b) = (aa + Pa, 2b)

Assim (a+3)Ou#£a®u+fou= R?
nao € um espaco vetorial.
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'2.2 - Propriedades dos Espacos Vetoriais |

1) Existe um unico vetor nulo em V.

2) Cada vetor u € V', admite apenas um simétrico
(—ua) e V.

) Vu,v,w e Vseu+w=v+wentao u = v.

4)VaeV, —(—u) =u.

5 Vu,ve V,dlxe V tal que u+x = v. O vetor x
sera representado por X = v — u.

6) Vue V.0-u=0.

DVYAER, AN-0=0.

8) SeAu=0=A=0ouu=0.

N VueV=(-1)u=—u _
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' Exercicios |

:> Fazer os exercicios das paginas 167 e 168 do livro
texto.
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' 2.3 - Subespacos Vetoriais |

:> Sejam V um espaco vetorial e S um subconjunto
nao-vazio de V.

S é um subespaco vetorial de V se S é um espaco
vetorial em relacdo a adicdo e a multiplicacéao por
escalar definidas em V.

:> Teorema: Um subconjunto S néo vazio, de um
espaco vetorial V é um subespaco vetorial de V se
estiverem satisfeitas as condicoes.
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' 2.3 - Subespacos Vetoriais |

I Vuuve S=u+veSs.

IDVae R,Vue S = auebs.

G> Demonstracéo:

Seja u € S. Pela condicao (IT), au € S, Va € R.
Tomando o =0 entao 0-u=0€ S.

Tomando . = —1 entao (—1)-u=—-u € S.

As propriedades restantes sao uma conseqiiencia
de S ser min subconjunto nao vazio de V.
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2.3 - Subespacos Vetoriais

ﬁ> Observacao:

Todo espaco vetorial V' admite pelo menos dois
subespacos vetoriais: o subespaco nulo {0} e o
proprio espaco vetorial V.

Estes subespacos sao chamados
subespacos triviais. Os demais subespacos, se
existirem, sao chamados subespacos proprios.
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' 2.3 - Subespacos Vetoriais |

G> Exemplo 1:
Sejam V =R? e S = {(z,y) € R?% y = 2z}.
Mostre que S é um auhespa(;ﬂ vetorial de V.
1) S # 0, pois (0,0) € S.
2) Sejam u,v € S = u+v e S? De fato:
Seu € S =u=(1;,22;).
Se v ES=v=_x227).
Logo u+ v = (21,221) + (29, 225) =
(1 + 9,221 + 225) = (21 + T2, 2(x1 + T2)).
Assim, u+ v € S, pois a segunda
componente ¢ o dobro da primeira.
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' 2.3 - Subespacos Vetoriais |

3) Vae R,Vue S = au e 57
au = a(xy,2r) = (axy, 2(ax,)) € S.
.S é um subespaco vetorial.

Geeometricamente:

> X
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' 2.3 - Subespacos Vetoriais |

= (Considere agora S como o seguinte subconjunto
9,
do R<:
S ={(z,4 - 2z);z € R}

Sejamu=(1,2) e Sev=(0,4) € S. Entao:
u+v=(_(1,60¢ZSouau¢gs, sea#l.

.S nao é um subespaco vetorial do R?.

De forma analoga, mostre que:

S = {(z, |z|); z € R} c R

.S nao é um espaco vetorial.
cederj
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' 2.3 - Subespacos Vetoriais |

:> Exemplo 2:

Seja V = My.3(R) o espaco vetorial dado por:

V = {{ ¢ fj } } ,a,b,e,d,e, f € IE«E}

Seja S C V, dado por:

& = {[ E f) ?} a,be, f E]R}
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' 2.3 - Subespacos Vetoriais |

Mostre que S ¢ um subespaco vetorial de V. De
fato:

0 0 0
0 0 0O

2) Sejam as matrizes A, Be S= A+Be€S.

A—i—B:[”I b U}+|i”-2 by U]

es

1) S é nao vazio, pois [

0 e i U e fo
a1+ as by + bo 0
—~ €5
[ 0 erte fi+fa |
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' 2.3 - Subespacos Vetoriais |

(1 fjl []‘}
0 e fi

3) aA = « [ [ aa; ab 0

0 ae af

|es

.S é um subespaco vetorial do espaco V.
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' 2.3 - Subespacos Vetoriais |

_> Exemplo 3:

Considere o sistema homogeneo:

(11

(1.
(131

Denotando:

11
(191

A

——
—

3]

Ers

a12
(122
(139

S

a2y
A22Y
(32l

Y

2

|

|

0
0
0
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' 2.3 - Subespacos Vetoriais |

Entao o sistema linear homogeneo:

AX =0

£

Seja S=¢X=|y |,z,y,2€ R} o conjunto

-
=

de todas as solucoes homogeneas. Mostre que S é

um subespaco vetorial do R*. Com efeito:

1) S # (), pois AO =0, onde 0 = | 0

—
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' 2.3 - Subespacos Vetoriais |

2) Sejam X, X, € S= X+ Xy, €57
De fato:

Se X;€eS=AX;=0 AX;+AX;=0o0u
Se Xo € S= AX, =0 AX,+X;3)=0

Logo X; + Xy € S.

3) Va € R,VX] eSS = DEX] e S.
Temos que: AX| =0 aAX, =a00=0
ou
A(aX;) =0= aX; € S = S é um subespago

vetorial. _
cederj
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2.4 - Combinacao Linear

_> Definicao: Sejam vy, vy, ..., Vv, vetores em um
espaco vetorial V. Um vetor v € V € uma
combinacao linear de vy, vo, ..., Vv, se existem

reals oy, Qa, ..., Q,, tals que:

It

V=q1Vi+ Vo +...+a, Vv, = E iV

T —
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' 2.4 - Combinacao Linear |

:> Exemplo 1:

Considere os seguintes vetores do R?:
vi=(1,2,1),vo=(1,0,2) e v3 = (1,1,0).
Verifique se v = (1,2,4) é uma combinacao linear
de vy, vo € V3.

Com efeito:

]

Vv ¥1V1 + aVg + (gVy
ai(1,2,1) + a5(1,0,2) + a3(1,1,0)

(a1 + a9 + g, 201 + a3, a1 + 2009).
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' 2.4 - Combinacao Linear |

Sendo v = (1,2,4) tem-se:

(1,2,4) = (a1 + as + a3, 20y + a3, a1 + 2a3)

Logo:
a1 + s + a3 = 1 oy = 2
2001 + a3 = 2 g =1
X1 = 2{'1"2 = .4 (kg — —2

. v é combinacao linear de vy, vy e vj.

V = 2V + Vo — 2Vq
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inacao Linear

2.4 - Comb

Geometricamente:
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' 2.4 - Combinacao Linear |

:> Exemplo 2:

Seja P o espaco vetorial dos polinomios de grau
< 2 e 0s vetores

vi=21—z+3evs=—z+4z — 2

Mostre que v = 42? — 2z + 6 é uma combinacao
linear de v, e vo. De fato:
V =Q1V] + QaVy <=
47 - 22 +6 =1 (22° — 2+ 3) + ap(—2* + 42 — 2) =
= (207 — a)x* + (—ay + dan)z + (3a; — 3aw)
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' 2.4 - Combinacao Linear |

Determinacao das constantes ay e as.

2000 — o = 4

;= 2
—a; + 4day = -2 =|
) ., (g = ()
3oy — 200 = 6

Logo|v = 2:v; 4+ 0 - v3|é uma combinacao linear
de vy e vs.
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' 2.5.1 - Soma de dois Subespacos Vetoriaisl

G>Sﬂjam S1 e S, subespacos de V. Entao:

S:S'|+Sg

¢ o conjunto de todos os vetores u + v tal que
ue S evels,.

= Teorema: A soma S de dois subespacos
vetoriais 57 e Sy de V' é umn subespaco
vetorial.
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' 2.5.1 - Soma de dois Subespacos Vetoriaisl

= Prova:
Seupeus €5, =u +uy € 5.
Sevievy €Sy = v+ Vy €S,
Sendo S = S| + S5 entao:

Wy +vieESeu+vy €S

Assim:

=(H| lln:r) T (’Vl —“ng ES] -1 5,;=S
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' 2.5.1 - Soma de dois Subespacos Vetoriaisl

= Prova:
Por outro lado:

au; € S; e avy € 5

Como (u; + v;) € S entao:
alu; +vy)=auy+avi €5, +5 =25

. S é um subespaco vetorial.
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' 2.5.1 - Soma de dois Subespacos Vetoriaisl

:> Exemplo:

S, = {(a,b,0);a,b € R}
S, = {(0,0,¢); c € R}

Entao:

S=5+85={(abc)abceR}=
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2.5.2 - Soma direta de dois
Subespacos Vetoriais

G> Sejam S, e So dois subespacos vetoriais de V.
Diz-se que V' ¢é a soma direta de S; e S, e
representa-se por V=545, SeV =5, +5; e

51N Sy = {0}.
—) Exemplo = {(a,0,¢,0);a,c € R}
= {(0,b,0,d);b,d € R}
Entao:

S, + Sy = {(a,b,c,d);a,b,c,d € R} = R*
51N S = {(0,0,0,0) = 0}

Logo S; & .Ss.
ceaer])
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2.5.3 - Intersecao de dois
Subespacos Vetoriais

:>SejaS=SlﬁSg:{v€V;v651evESg}.

Prova-se que S é um subespaco vetorial.

_> Exemplo:

Seja V' o espaco vetorial das matrizes quadradas
de ordem 2:

P:{{n ; ] a.b.c,d € R}
¢ d
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2.5.3 - Intersecao de dois
Subespacos Vetoriais
Considere:
a b _
o= {[1 §]mses)

Sy = {[ i g ] ;u.,{.‘EIEE}

Entao, S = 5; N Ss:

([ 2]
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' 2.6 - Subespacos Gerados \

i> Seja V' um espaco vetorial e
A={vy,vy,..., vy} CV com A # 0.
O conjunto S de todos os vetores de V' que sao
combinacoes lineares dos vetores de A é um
subespaco vetorial de V.
De fato: Sejam ue v € S. Logo:

u
A\’

X1V QaVo 1. .. 1T 0nVa
ﬁl Vi + .fi'ff:ﬂ-":a + ... :.i:jl”V”
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' 2.6 - Subespacos Gerados \

Entao:

u+v = (a1+51)vi+(as+p82)va+...+(an+06n)va
e para A € R, temos:
Au = (Aag)vy + (Aag)ve + ... + (Aay,) vy,

Portanto (u+v) € S e (Au) € S e dessa forma S
¢ um subespaco vetorial de V.
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' 2.6 - Subespacos Gerados \

:> Notagao: S = |[vy,Vva,..., v, ou § = G(A).

i) Os vetores vq, vy, ..., V, sao os geradores do
espaco.

ii) A é o conjunto gerador.

iii) Se A = (), define-se [()] = {0}.
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' 2.6 - Subespacos Gerados \

:> Exemplos:

1) Os vetores e; = (1,0) e e; = (0,1) geram o
espaco vetorial R?, i. e., V(z,y) € R? temos:

(z,y) = ze; + yes = x(1,0) + y(0,1) = (z,y)

Assim [e, e;] = R?.

yA

-4 ()
A
29 !

H———> X

|
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' 2.6 - Subespacos Gerados \

2) Os vetores e; = (1,0,0) e e; = (0,1,0) do R?
geram um subespaco:

S ={(z,y,0) € R% z,y € R}
(2,y,0) = i(L[L )+.~u(U=1~U) (z,y,0)

Logo [E],, Eg] =S CR? .(Sll}JEBpEl(_;{} prr:';-priu}

3) e = (11{_], O) Co = ([].. 1[]) € €3 = (ﬂ.. []., 1)
entao [e;, ey, e3] = R?.

(z,y,2) = x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1)

ceder]j

2.52



2.53

' 2.6 - Subespacos Gerados \
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' 2.6 - Subespacos Gerados \

4) Seja V = R°. Determine o subespaco gerado
pelos vetores:

vi=(1,1,1);vo=(1,1,0) e v3 = (1,0,0)
Solucao:

V € [V}.,"VQ,V:}] =
V = @q1V] + QaVyg + gV <
(z,y,2) =a1(1,1,1) + ap(1,1,0) + a3(1, 0, 0)

ceder]j
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' 2.6 - Subespacos Gerados \

Dai resulta:

1 + Qg + 3 =1 a1 = 2

X + 9 =1y = |Q=Y—2Z

(Y1 — Q3 =T — Y
Logo:

(z,y,2) = 2(1,1,1)+(y—2)(1,1,0)+(x—y)(1, 0, 0)

Assim [vy, vy, v3] = R?,
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' 2.6 - Subespacos Gerados \

A

Z

v= (1,92 =
v+ (y — 2)vo + (. — y) v

\/

ceder]j
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' 2.6 - Subespacos Gerados \

5) Considere o exemplo anterior, com os vetores
V] = (1, i 1);\?‘2 - (1 it [});Vg = (10[])
Vamos acrescentar o vetor vy = (0,0, 2).
Qual ¢é o espaco gerado pelos vetores
Vi, Vs, vy, vy = S?

Solucao:

= (¥|'V] + taVo + (¥gVg + Q4 V4

ceder]j
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' 2.6 - Subespacos Gerados \

Fazendo os calculos obtemos:

Y1y + Q9 —+ Q3 =&
a; + QO =4
a; + + 204 =2z

Tomando ay = a € R. Entao:
ap=2z2—20;00a=yYy—2+2a;03=1— Y.
Assim:

v=(z,9,2) = (2—2a)vi+(y—2+2a)vo+(z—y)vs+avy

Logo [vy, va, V3, vy] = R®,
ceder]j
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' Exercicios |

Fazer os exercicios propostos no livro texto, nas
folhas 174 e 175.
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