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3.2

2.7 - Dependéncia e
Independéncia Linear
i> Definicao: Os vetores vy, va, -+, vy € V sao
chamados linearmente dependentes (LD) se

a1vy + apvy + - -+, vy =0

para algum o; #0,7=1,2,.--,n. Caso
contrario dizemos que sao LI.
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3.3

2.7 - Dependéncia e
Independéncia Linear
i> Exemplo 1:
SeijaV=R2evy=(1,2),v2a=(0,1) e
vy = (—1,1). Verifique se os vetores sao LD ou
37

Com eteito,
V1 + gve + agvy = 0 &
(Ekl — (X3, 2&“1 + (g T E‘E;j) — (U{])
[gualando os termos.
ay — oy = () ] = Q3
0

2000 + g + (v = o = —20] — (i3 = — 30
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3.4

2.7 - Dependéncia e
Independéncia Linear

Tomando as =a — oy =a A ay = —3a.
Logo, a = (o, ag,a3) = (a,—3a,a) Va € R
Assim, {vy,vg,va} sdao LD.

(Geometricamente:

vy = —1vy + 3vs
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3.5

2.7 - Dependéncia e
Independéncia Linear

i> Exemplo 2:

Considere agora somente os vetores vy = (1,2) e
vo = (0,1) em V. Entao {vy, vz} sao LI ou LD.

Com efeito,
a1V + asve = 0 & (ay, 207 + az) = (0,0)

Logo.
¥ = [

a1 =0,a =0
200 + as = 0 : ik

Assim, a = (a1, as) = (0,0) = {v1,Vva} sdo LL
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3.6

2.7 - Dependéncia e
Independéncia Linear
_> Exemplo 3:
Seja V = M3 (R). Verifique se os vetores

1 ()
vi=| —1 | eve= | 2 | sao LI ou LD.
Com efeito, ayvy +agve = 0 <
1 0 0
Xy —1 + ay | 2 s 0 7
0 1 0
I o8 | 0
‘ B @) =g =)
artaom | =1 8| = Assim, {vy,va} sao LI
I (vo | 9]
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3.7

2.7 - Dependéncia e
‘ Independéncia Linear ]
i> Exemplo 4
V =A{p1(x),pa(x), p3(x)}, onde
p(x) = 22 +z -1, pg(, )=2x+3e
p3(z) = —x* + 1.
V' é um conjunto LD ou LI7
Etlpl( ) + aapa(z) + asps(z) = 0 &
m(r +rx—1)+ (22 +3) +az(—2*+1)=0
0z? + 0z +0=10

oy — ag = U

ar + 2a = ) Yoi=or=ay=10
-1 + 3as + a3 = 0
.V é LI,
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3.8

2.7 - Dependéncia e
Independéncia Linear
i> Exemplo 5:

Verifique que todo conjunto V' contendo o vetor
nulo é um conjunto LD.

Com efeito, seja V = {vy, Vg, ++, Vi, ++, Vp},
onde v; = 0. Entao.

V1 +aove + ...+ vy + ...+, vp = 0
tem pelo menos uma solucao nao trivial. por
exemplo: aqyj=as=.. =0, =0Aq; #0
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3.9
2.7 - Dependéncia e
Independéncia Linear

_> Teorema: Um conjunto

V ={vy,va, -+, Vi, -+, va} é LD se, e somente
se, pelo menos um destes ¢ combinacao linear
dos outros.
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3.10

2.7 - Dependéncia e
Independéncia Linear

|:> Demonstracao:
(=) Seja V' LD. Por definicao, existe pelo menos
uma constante «; # 0, tal que

V1 +asve+ ...+, Vi + ... +a,vp =0

Logo,

ou seja, vi € uma combinacao linear dos outros

vetores.
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3.11
2.7 - Dependéncia e
Independéncia Linear

(<=) Seja v; uma combinacao linear dos outros
vetores,

Vi = 1vi1+ Bavo + ..o+ B Vvie1 + 53-54_]1’;4_1 + ... + G vy =
;'31 Vi + ;32?'2 -+ ... T _."3,'_11"'5_1 — 1\"'5 -+ _fj-,j+1Vi+1 o WTTEL) o ﬁnvn =0
Como [; = —1 # 0 entao {vy,va,---,vp} ¢ LD. B
G> Corolario: Um conjunto V = {vy,va,- -, vy} é

LI se. e somente se, nenhum desses vetores for
combinacao linear dos outros.
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3.12

2.7 - Dependéncia e
Independéncia Linear

_>E1{e1nplc:: Considere V = {v;,va,vs3} e

W = {vy1,va}, onde v; = (1,2), v = (0,1) e
vz =(—1,1). Vimos que V é LD e W é LI
Mostremos que vz € combinacao linear de vy e va.

De fato,

Vg — 1V -+ (¥oVo p—

(—=1,1) = ay(1,2) + a(0,1) = (aq, 201 + )

Logo,la; = -1 Aas =3

Ou seja.

Vg = —V1 + 3\"'2
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3.13

2.7 - Dependéncia e
Independéncia Linear

_> Pode-se mostrar também que:

V1 = 3?2 — V3
1 I

V2 = 3Vi + 3V3
ty

Vg = —Vy + 3Va
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3.14

2.7 - Dependéncia e
Independéncia Linear

_> Propriedades de Dependencia e Independencia
Linear
Seja V' um espaco vetorial.
1)Se S={v} CV Av#0entao S é LL
2) Considera-se, por definicao, que ) C V é LI
3)Se S, CSéELD = S éLD.
4) Se S é LI entao S; C S também é LI.
5) Se S'l = {?1,\*"2, A ,Vn} cVeélle
S ={vi,va,---,vp,w} C V é LD, entao
W= ¥1Vy1 + 0aVa + ... + OpVn
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' Exercicios \

_> Fazer os exercicios das paginas 183 e 184 do livro
texto.




3.16

' 2.8 - Base e dimensao \

:> 2.8.1 - Base de um espaco vetorial V

Um conjunto B = {vy,va, -+, v} C V é uma
base do espaco vetorial V' se:

a) B é Ll

b) B gera V < [vy,va, -+, vy| =V

ceder]j



3.17

' 2.8 - Base e dimensao \

= Exemplo 1: B = {(1,0) e (1,1)} é base do R*:

a) B é Ll

(.1‘1(1,0') 1 Elig(l 1)
(_E[1 +Eli2,{}:2) == ([] } (X1 = ¥y == 0

(0,0) &

b) [B] — ]E)‘z Sﬂjﬁ. (."I..'., U) = IEE-E- Entao:
('T* 9") == *—Tl(lt. []') 5 flig(l., ]_) = ({k-l + o, .*'_']:'2)

Logo,

Qe =1Yew=T—1Y
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3.18

' 2.8 - Base e dimensao \

Assim, V(z,y) € R?, tém-se:

(2, y) = (z —y)(1,0) +y(1,1)

De a) e b) tém-se que B é uma base do R?.

(z,y) = (x —y)vi + yva

> >
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3.19

' 2.8 - Base e dimensao \

i> Observacoes:

1) Quando B = {(1,0),(0,1)} entao B é uma base
de R?, denominada canonica. De fato:

a) B é LI, pois
t‘l’l(l,{]) + E]ﬁg(ﬂ, 1) =0 a =ay =10

b)V(z,y) € R*|(z,y) = 2(1,0) + y(0,1)
2) De forma analoga temos que:

B = {(1,0,---,0),(0,1,---,0),---,(0,0,---,1)}

¢ uma base do [R". denominada base canonica.

3) Para B = {1} entao temos a base canonica do R.
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3.20

' 2.8 - Base e dimensao \

= Exemplo 2:
Seja

e={ o8] [oa] [Ta] [23])

Mostre que B é uma base para My, (R).
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3.21

' 2.8 - Base e dimensao \

De fato:

a) B ¢ LI, pois:

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
l{n 1}“*“ {{J ﬂ]‘*‘“d 1 U}Hki[(} 1}210 0]

. o 0
Assim, [ : E]:! :|=}*E11:Etg:ﬂ'3:&'.1=ﬂ
kg (kg 0

b) |B] = My, pois:

a b 1 0 0 1 0 0 0 0
e al=eloo]*|o o)V 0)*a0 1.



3.22

' 2.8 - Base e dimensao \

= Exemplo 3:
B={l,z,2*,---, 2"} é uma base do espaco
vetorial P,,. De fato.
a) B é LI, pois:
oo+ oz + o +...4+a,z" =0
Logo, ag =1 = ... =iy =1

b) Seja p € P, entao
p=ay+ a1r + x4+ ... + a, . Logo p é
uma combinacao linear de B. Portanto, B é
uma base para FP,, chamada de base canonica.
Observe que a base B tem (n + 1) vetores:

£1,2,22%,0,8"
ceaer)



3.23

' 2.8 - Base e dimensao \

= Exemplo 4:
B ={(1,-1).(3,—3)} ndao é uma base de R?,
pois B e LD.

— Exemplo 5:
B = {(1,—1)} nao é uma base de R?*, pois B nao
gera o R”.

De fato, V(z,y) € R?, (z,y) # ay(1,—1)
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3.24

' 2.8 - Base e dimensao \

:> Observacao: Todo conjunto LI de um espaco
vetorial V' é base do subespaco por ele gerado.

= Exemplo:
B=1{(1,2,1),(—1,-3,0)} ¢ R? é LI e gera
0 subespaco
S={(z,y.2) € R?3z —y — 2 = 0}.

Entao B é uma base de S.
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3.25

' 2.8 - Base e dimensao \

_>Teurema:

Se B = {vy,va,---, vy} é uma base de um
espaco vetorial V', entao todo conjunto com mais
de n vetores é LD.

De fato.
. ! .
Seja B = {w1, W, -+, Wy, } um conjunto de m
vetores de V', com m > n. Queremos mostrar
L . i
que B é LD. Sejam x, x5, -, x,, nao todos

nulos tais que:

T1Wq1 + oW + ... + ,,Wm = 0 @
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3.26

' 2.8 - Base e dimensao \

Como B é uma basede V ew; € B C V entao

3 a4, 3, ..., m; tal que:
Wiy = V1 + QsVsa —+
Wo = i.3| Vi - ﬁgvz g
Wm = Vi + 12V -+
Substituindo (2 em (D e ordenando
(ﬂx’fx + Bixg + ... + ma m)VI
(o1 + Boxg + ... + M) Vo
(apxy + G322 + ... + D)V

T— (pVp
LB .ﬁu Vn
+ Vi

0S termaos:
= 0



3.27

2.8 - Base e dimensao

Como os vetores {vy, Vs, -,V } sao uma base
1 21 n
para V entao eles sao L1. Entao,

(1.1 T ..ﬁ.ff] Lo it Mmtm = 0
oy + [ore + ... + mz,, = 0

+ i o i & = 0
Op Ty .f"-inriiﬂ o Hnm = 0

Sendo m > n, o sistema admite mais de uma
solucao, além da solucao trivial.

/ F
B ={wy,wy,---,wpn} éLD. R
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3.28

' 2.8 - Base e dimensao \

_> Corolario: Duas bases quaisquer de um espaco
vetorial tém o mesmo nimero de vetores.
De fato, sejam

A= {vlﬂvﬂj"'fvn}
B={wi,Wa,- "+, Wn}

duas bases para V.

Como Aébasee BéeLI=n>m
Como Bébasee AéLI=m>n



3.29

' 2.8 - Base e dimensao \

_> Exemplos:

1) A base canonica do R? tem trés vetores. Logo,
qualquer base do R? tem trés vetores.

2) A base canonica de Ms.o(IR) tem quatro vetores.
Portanto, toda base do Ms«2(R) tem quatro
vetores.

3) A base canonica de P, tem (n + 1) vetores.
Portanto, toda base do P, tem (n + 1) vetores.
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3.30

' 2.8 - Base e dimensao \

_> 2.8.2 - Dimensao de um espaco vetorial V

Definicao: A dimensao de um espaco vetorial V'

nao nulo é o nunero de vetores de uma base
para V.
Denota-se por dim V.

Se V' nao possui base, dim V = 0 (por exemplo,

V' =10} ¢ LD)

Exemplos:

DdimR =1 4) dim M,xn =m X n
2)dim R" = n 5 dim P, =n+1

3) { 11m I"l-j!rg w9y = 4
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3.31

' 2.8 - Base e dimensao \

_>Observ::1.t;ﬁﬂ: Seja V' um espaco vetorial,
dim V =n. Se § C V é um subespaco de V =
dim S <n. SedimS=n=S=V.

Suponha V = R3. Entao se S C R?, temos
dam.S =0, 1,2 ou3
a)dim S =0= S = {0}

b)dim S =1 = 5 é uma reta, passando pela
origem

c)dim S = 2 = S é um plano, passando pela
origem
d)dim S=3=S5=R?
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3.32

2.8 - Base e dimensao

|:>T{J01'Elllﬂi Seja V' um espaco vetorial de dimensao
n. Qualquer conjunto de vetores LI em V é parte
de uma base, isto é, pode ser completado até
formar uma base de V.
Demonstracao: Exercicio
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3.33

' 2.8 - Base e dimensao \

—>E}EE1Hp]E]: Sejam vy = (1,0,2) e vo = (0, —1, 3).
Complete o conjunto {vy,va} de modo a formar
uma base do R?.

Sabemos que dim R? = 3. Deve-se acrescentar
um vetor

vy = (a,b,c) # a1vy1 + aave = (ay, —a9, 2a + 30s)
Existem infinitos vetores, por exemplo.

V3 — (2 —1, U)

. {vy,v2,v3} é uma base do R?
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3.34

2.8 - Base e dimensao

:>Tec]rema: Seja B = {vq,Va, -+, vy} uma base de
um espaco vetorial V. Entao, todo vetor v € V
se exprime de maneira inica como combinacao
linear dos vetores de B.
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2.8 - Base e dimensao

3.35

ﬁ> Demonstracao:

V=qVi+ Ve +..+a, vy D

Suponha, por absurdo, que v pode ser representado

por:
V=0V1i+0ve+t ...+ 0V
Subtraindo membro a membro, temos:

G = (ﬂl — ."Ifj’].)vl —+— (!:'I."g = .Lj)z)vﬂ + cee + (EEH- H_

.-‘IBT?. ) Vn

Sendo {vy,Vvsa,- -, vy} uma base = LI. Assim,

o —h=m—h=.=0,—0,=0=
. A representacao de v é tnica.

a; = ,1"33:
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3.36

' Exercicios \

_> Fazer os exercicios das paginas 191 a 193 do livro
texto.
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